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Kurzdarstellung
Stoﬀübergang in durchströmten, rotierenden Relativsystemen
Aussagefähigkeit der Naphthalin-Sublimations-Methode
In der Angewandten Forschung, vor allem für den Bereich der weit entwickelten
Technologie der Turbomaschine, ist die Naphthalin-Sublimations-Methode (NSM)
ein etabliertes experimentelles Verfahren zur Untersuchung von Kühlsystemen. Die
NSM ist dabei Teil eines Vorgehens, hier Skalierte Analogie Methode (SAM) genannt,
das die Skalierung eines Strömungssystems und die Ausnutzung der Analogie von
Wärme- und Stofftransport zur Basis hat.
In dieser Arbeit wird die Unsicherheit der SAM ermittelt und deren Eignung für die
Beantwortung zukünftiger wissenschaftlicher Fragestellungen anhand repräsentativer
Validierungsfälle bestimmt.
Zur Bestimmung der Unsicherheit der SAM wird eine theoretische Betrachtung durch-
geführt. Weiterhin wird die Ungenauigkeiten der NSM experimentell quantifiziert.
Die theoretische Betrachtung liefert Unsicherheiten, die primär aus den notwendigen
Vereinfachungen der beschreibenden Gleichungen folgen. Es wird gezeigt, dass
diese vereinfachenden Annahmen nur bedingt mit den tatsächlich vorherrschenden
Bedingungen kongruent sind.
Die Ungenauigkeit der NSM wird durch Doppelproben-Sublimations-Experimente
quantifiziert. Variiert werden dabei geometrische Parameter der Proben und die
Art der mechanischen Nachbearbeitung der Naphthalin-Schicht. Ebenfalls ermittelt
wird der Einfluss einer Entgasung der Naphthalin-Schmelze, die zur Schichter-
zeugung genutzt wird. Weiterhin liefert die lichtmikroskopische Untersuchung
aller Proben einen Grund für die Ungenauigkeit der NSM in Form von bisher nicht
in diesem Zusammenhang beobachten, zeitvarianten Poren in der Naphthalin-Schicht.
Zur Validierung der SAM werden mit dieser die Zyklon- und die Prallkühlung als re-
präsentative Kühlmethoden von Turbinenschaufeln untersucht. Variiert werden dabei
die Parameter Reynolds-Zahl, Rotationszahl, Filmkühlabnahme und Anstellwinkel
zur Rotationsachse. Die gemessenen Daten lassen sich im Falle der Prallkühlung
durch ein analytisches Modell vorhersagen, das unabhängig von den Messdaten
entwickelt wird.
Abstract
Mass Transfer in Rotating Flow Systems
Significance of Naphthalene Sublimation Technique
The naphthalene sublimation technique (NST) is a well-established experimental
method for investigations of cooling systems in applied research, especially in highly
developed technologies such as turbo engines. It is part of a procedure, herein after
called scaled analogy method (SAM), which is based on the scaling of flow systems
and the utilisation of the analogy of heat and mass transfer.
The uncertainty and the suitability of the SAM for future scientific issues are subject
of this work. Both will be determined and partly quantified. Apart from this the vali-
dity of the SAM is ascertained by representative cases of cooling system investigations.
A theoretical consideration and an experimental quantification of the inaccuracy of
the NST are used to determine the uncertainty of the SAM.
The theoretical consideration yields uncertainties, which are primarily consequences
of necessary simplifications of the basic equations. It is shown that these simplifying
assumptions and the actual conditions are incongruent.
The inaccuracy of the NST is quantified by dual specimen sublimation experiments.
In this investigation some geometrical parameters of the specimens and the kind
of surface machining are varied. Furthermore it is analysed if a degassing of the
molten naphthalene influences the later crystalline naphthalene layer. In addition to
surface measurements the light microscopic investigation of all specimens yield a
possible reason for the inaccuracy of the NST in the form of time variant pores in the
naphthalene layer, which are unknown in this context up to now.
The validation of the SAM is performed by its use to investigate the cyclone cooling
and the impingement cooling as representative turbine blade cooling methods. Varied
parameters are the Reynolds number, the rotation number, the film cooling rate and
the pitch angle.
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1. Motivation und Ziel
Die heutigen, vielseitigen und zugleich hohen Anforderungen an Maschinen, wie die
Einhaltung der ökonomischen und technischen Randbedingungen, stellt deren Ausle-
gung als ein Dilemma dar. Einerseits ist das möglichst umfassende und tiefgreifende
Verständnis der in einer technischen Apparatur auftretenden physikalischen Vorgänge
sehr hilfreich. Andererseits bedingt dieses einen aufwändigeren und damit unwirt-
schaftlicheren Entwicklungsprozess. Der ökonomisch bestmögliche Weg, so zeigt die
Erfahrung, ist es, gerade so viele Informationen zur Auslegung einer Maschine zu
erlangen, wie zur Erfüllung der technischen Anforderungen notwendig sind. Eine
derartige Philosophie führt unweigerlich zu gesteigerten Anforderungen an die jewei-
lige Maschine einer neuen Generation, sowohl ökonomischer als auch technischer Art.
Dieses Verhalten verursachte in vielen, seit Jahrzehnten florierenden Bereichen der
Technik eine Ausreizung maschinenspezifischer Lösungskonzepte. In diesen Fällen
sind vermarktungsfähige Neu- und Weiterentwicklungen nur mit der Beantwortung
technischer Detailfragen zu bewerkstelligen. Die Lösungen dieser Fragestellungen
fordern ein umfassendes Verständnis, das nur mittels wissenschaftlichem Vorgehen
erreicht werden kann. Folglich hat die Forschung im Entwicklungsprozess einen sehr
großen Anteil erlangt. Oft stellt sich diese als eine anwendungsnahe Forschung, das
heißt als Angewandte Forschung dar, von welcher seitens des Entwicklungsprozesses
stets nur zielorientierte Aussagen gefordert werden, die zur Erfüllung der technischen
Anforderungen einer Maschine notwendig sind. Weitergehende Erkenntnisse, die
eine Vermarktung einer Technologie nicht direkt beeinflussen, sind größtenteils nur
von wissenschaftlichem Interesse. Sie werden, sofern sie eine ausreichende Allge-
meingültigkeit besitzen, der Grundlagenforschung zugeordnet. Bei sehr detaillierten
Fragestellungen allerdings, wie sie bei stark entwickelten Technologien vorkommen,
lässt sich die Angewandte Forschung nicht von der Grundlagenforschung trennen.
Eine derart weit entwickelte Technologie ist jene der Turbomaschine. In allen deren
Einsatzbereichen wie Kraftwerksanlagen, Flugtriebwerke, Luftladesysteme von
Kolbenmaschinen bis hin zu Kraftstoffpumpen von Raketenantrieben stößt die Ange-
wandte Forschung an ihre Grenzen. Naturwissenschaftliche Fragestellungen, wie die
Adaption neuartiger Materialien als Werkstoffe oder das Verhalten von mehrphasigen,
reaktiven Strömungen, sind grundlegender Natur. Deren Beantwortung ist aber zur
Entwicklung von Turbomaschinen der neuen Generation mittlerweile notwendig. Für
viele etablierte Vorgehensweisen der Angewandten Forschung stellt sich daher die
Frage, ob sie für Grundlagenuntersuchungen geeignet und aussagekräftig genug sind.
Vor diesem Hintergrund wird in der vorliegenden Arbeit die Aussagefähigkeit der
Skalierten Analogie Methode (SAM)1, deren wesentlicher Bestandteil die Naphthalin
Sublimations Methode (NSM) ist, bestimmt und deren Eignung für zukünftige
Untersuchungen im Bereich der Turbomaschinen diskutiert.
1Anders als der Begriff „Naphthalin Sublimations Methode“ ist „Skalierte Analogie Methode“ ein bisher nur
in dieser Arbeit verwendeter Ausdruck.
2 Motivation und Ziel
Ein Schwerpunkt in der Auslegung und Optimierung von Turbomaschinen sind ther-
modynamische Vorgänge. Neben den globalen Gesichtspunkten, wie die Dimensionie-
rung eines Kreisprozesses, stehen Detailsysteme, wie die Kühlung bestimmter Kom-
ponenten, im Fokus der Entwicklung. Die Funktion von Kühlsystemen ist gerade bei
mechanisch stark belasteten Bauteilen, die gleichzeitig hohe Temperaturen aufwei-
sen, allen voran die rotierenden Schaufeln einer Turbine, von immenser Bedeutung.
Es reicht zur Erfüllung der technischen Anforderungen nicht mehr aus, nur für eine
ausreichende Kühlung zu sorgen und damit ein Bauteilversagen zu verhindern. Die
Kühlung muss auch mit möglichst geringem physikalischen Aufwand erfolgen im Ver-
hältnis zum Nutzen. Eine derartige Effizienz allgemeingültig zu definieren und im ex-
pliziten Fall zu bestimmen, gelingt nur durch Methoden der Grundlagenwissenschaft,
welche zeitaufwändig und erst langfristig wirtschaftlich rentabel sind. Aus diesem
Grund wird das primär verwendete Kühlkonzept für Tubinenschaufeln, die konvek-
tive Innenkühlung mit Luft, überwiegend heuristisch weiterentwickelt. Anschließend
an jeden größeren Entwicklungsschritt erfolgt rückwirkend die Erkenntnisgenerierung
durch Untersuchungen in der Angewandten Forschung, unter anderem mittels der
SAM. Die Effizienz der so enstandenen Kühlsysteme lässt sich dabei fast nur durch
den Vergleich bestimmter Parameterwerte bei unterschiedlichen Betriebspunkten ab-
schätzen. In der Regel werden dazu zwei technische Größen, wie die Nusselt-Zahl und
der Druckverlustkoeffizient ins Verhältnis gesetzt, anschließend einem Betriebspara-
meter, zum Beispiel der Reynolds-Zahl, gegenübergestellt und Extremwerte gesucht.
Diese Herangehensweise ist keine Bestimmung der Effizienz im eigentlichen Sinn, lie-
fert aber für die Auslegung von Kühlungen nützliche Korrelationen. Das Verständnis
der physikalischen Vorgänge, wie beispielsweise die Ursache für einen erhöhten Wär-
meübergang bei veränderten Strömungsbedingungen, wird so jedoch nicht gefördert.
Es wird aber zukünftig zur Entwicklung von verbesserten Kühlmethoden notwen-
dig sein. Detaillierte Grundlagenuntersuchungen zum Beispiel zur Temperatur- und
Geschwindigkeitsgrenzschicht in der jeweiligen Kühlströmung werden hierzu einen
wichtigen Beitrag leisten. Allerdings kann auch die bisher verwendete SAM weiterhin
hilfreich sein, zumindest wenn bestimmte Voraussetzungen gegeben sind und eine ge-
ringe Qualität der gewonnen Aussagen akzeptiert werden kann. Dass die SAM und
insbesondere die NSM eine verhältnismäßig große und bisher ungeachtete Unsicher-
heit birgt, zeigen bereits Untersuchungen, die dieser Arbeit unmittelbar vorangegan-
gen sind. Insbesondere die schlechte Reproduzierbarkeit der Ergebnisse wird in [3] an-
gesprochen und bestätigt sich bei Messungen im Rahmen des Forschungsprojekts Ein-
fluss der Rotation auf die Zyklon- und Prallkühlung fortschrittlicher Schaufelkühlsysteme [4].
In der NSM scheint damit die stärkste Unsicherheit der SAM zu liegen. Deren Ursa-
chen und Quantifizierung sowie Wichtung gegenüber der gesamten Unsicherheit der
SAM sind Gegenstand dieser Arbeit. Die Aussagefähigkeit und Eignung der SAM für
zukünftige Untersuchungen von Turbinenschaufelkühlungen wird jedoch nicht nur
aus der Unsicherheit geschlussfolgert. Anhand der Verwendung der SAM zur Unter-
suchung von zwei repräsentativen Kühlungsmethoden mit stark unterschiedlichen Ei-
genschaften erfolgt die abschließende Beurteilung.
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Die Turbomaschine wird seit etwa einem Jahrhundert in vielfältigen Bauformen für
unterschiedlichste Aufgaben eingesetzt. Häufigste Vertreter sind die stationäre Gas-
sowie Dampfturbine zur Erzeugung elektrischer Energie, das Flugtriebwerk zum An-
treiben von Luftfahrzeugen und der Turbolader zur Steigerung der Leistungsdichte
von Hubkolbenmotoren. Üblicherweise werden sie mit einem gasförmigen Medium
betrieben, in der Regel Luft beziehungsweise Wasserdampf und gegebenfalls Brenn-
stoff sowie Verbrennungsrückstände. Je nach primärer Führung des Gases wird die
Bauform unterschieden in radiale und axiale Turbomaschinen, wobei Kombinationen
nicht selten sind. In Abb. 2.1 ist beispielhaft eine stationäre Gasturbine in reiner Axial-
bauweise dargestellt. Allen Bauformen gemein sind drei Bauteilklassen.
Zu den kalten und heißen, nicht drehenden Bauteilen zählen beispielsweise die Ge-
häuse von Verdichter und Turbine sowie im Falle der stationären Gasturbine und des
Flugtriebwerks auch die Brennkammer. Diese Bauteile unterliegen den geringsten me-
chanischen Belastungen, die in einer Turbomaschine auftreten. Thermisch werden sie
teilweise aber durchaus stark beansprucht. Die Temperaturen, denen Teile der Brenn-
kammer oder des Turbinengehäuses ausgesetzt sind, liegen knapp unterhalb der Mate-
rialschmelztemperatur oder überschreiten diese sogar. Kritisch im Sinne des Versagens
der nicht drehenden Bauteile ist daher nur ein Aspekt, die thermische Beanspruchung.
Die kalten, drehenden Bauteile sind vorwiegend jene des Verdichters sowie der Wel-
lenlagerung. Insbesondere die weit vom Drehzentrum entfernt liegendenen Bauteile,
wie die Verdichterlaufschaufeln, werden durch die Zentrifugalwirkung mechanisch
stark beansprucht. Die auftretenden Temperaturen sind jedoch so gering, dass die er-
tragbaren Spannungen vieler Werkstoffe nur unwesentlich herabgesetzt werden. Kri-
tisch im Sinne des Versagens der kalten, drehenden Bauteile ist daher auch nur ein
Aspekt, die mechanische Beanspruchung.
Als heiße, drehende Bauteile lassen sich nur jene des Rotors der Turbine bezeichnen.
Sie werden aufgrund der Zentrifugalwirkung sowohl mechanisch, als auch aufgrund
der Temperaturen thermisch stark belastet. Kritisch für das Bauteilversagen, vor
allem der weit vom Drehzentrum entfernt liegenden Turbinenlaufschaufeln, sind die
geringen Materialfestigkeiten aufgrund der hohen Temperaturen. Bei Verwendung
der heute wirtschaftlich verfügbaren Werkstoffe ist eine Kühlung dieser Bauteile,
abgesehen von einigen der dampfgetriebenen Turbomaschine und denen des Turbo-
laders, unerlässlich.
Bei der aktuellen Auslegung von Turbomaschinen liegt der Fokus jedoch nicht mehr
allein auf dem Verhindern von Bauteilversagen. Der Gesamtwirkungsgrad der Maschi-
ne spielt eine fast ebenso wichtige Rolle, da gestiegene ökologische und wirtschaftliche
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Abbildung 2.1.: Beispielhafte Darstellung einer Schaufelkühlung einer Gasturbine
Anforderungen gleichermaßen erfüllt werden müssen. In den engen Grenzen der Lu-
krativität kann eine Turbomaschine mit höherem Wirkungsgrad nicht durch die Um-
setzung neuer, grundlegender Konzepte entwickelt werden. Allein die Optimierung
möglichst vieler Komponenten der bestehenden Maschinenkonzepte ist ein praktika-
bler Weg, eine Wirkungsgradsteigerung zu erzielen. Dieses betrifft auch die Kühlung
der Turbinenschaufeln. Üblicherweise wird komprimierte Luft aus dem Verdichter, die
sogenannte Zapfluft, entnommen und durch verschiedene Methoden zur Herabset-
zung der Schaufeltemperatur verwendet. Dieses Vorgehen senkt in der Regel den Ge-
samtwirkungsgrad der Maschine im Vergleich zum technischen Idealfall, bei dem die
Zapfluft nicht zur Kühlung dem Hauptstrom entzogen wird, sondern zur Verbrennung
in diesem verbleibt. Die Optimierung der Schaufelkühlung hat daher das primäre Ziel,
ohne eine Erhöhung des Versagensrisikos der Bauteile die Menge und den Druck der
benötigten Zapfluft zu verringern. Gelingen kann dieses nur, wenn möglichst viele,
relevante Eigenschaften der Kühlung bekannt sind. Für die zwei sehr häufig und in
Kombination realisierten Arten von Kühlmethoden, die konvektive Innenkühlung und
die äußere Filmkühlung, zählen vor allem der Wärmetransport und die Materialtem-
peraturverteilung zu diesen relevanten Eigenschaften. Beispielhaft ist in Abb. 2.1 eine
Turbinenschaufel skizziert, deren Kühlung durch beide Methoden erreicht wird. Im
Inneren der Schaufel sorgt die Durchströmung von mäanderförmigen Kühlkanälen,
die Konvektion, für einen Abtransport von Wärme in den Hauptstrom der Turbine.
Der Austritt der Kühlluft erfolgt sowohl über Auslässe in der Schaufelspitze als auch
durch sogenannte Filmkühlbohrungen. Über Letztgenannte wird ein bewegter Isola-
tionsfilm1 nahe der Schaufeloberfäche erzeugt und so deren Temperatur gering ge-
halten. Infolge der Wärmeaufnahme aus der Schaufel und dem Hauptstrom während
des Überströmens der Oberfläche trägt der Film auch zur Kühlung der Schaufel bei,
verliert aber seine Isolationswirkung. Die Kenntnis und idealerweise auch das Ver-
1Grund für die Isolationswirkung ist die geringere Wärmeleitfähigkeit von Gasen bei niedrigeren Temperatu-
ren.
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ständnis des Wärmetransports, der Temperaturverteilung sowie deren Abhängigkei-
ten von verschiedenen Einflussgrößen, wie der Drehzahl oder der Zapflufttemperatur,
sind daher zur verbesserten Umsetzung beider Kühlmethoden ausschlaggebend. Wis-
senschaftliche Untersuchungen mit hoher Qualität der gewonnenen Aussagen sind
hierfür unumgänglich.
2.1. Skalierte Analogie Methode (SAM)
Eine direkte Untersuchung der Kühlsysteme von Turbinenschaufeln gestaltet sich
äußerst schwierig. Die vergleichsweise extremen Temperaturen und Drücke innerhalb
einer Turbinenlaufschaufel sowie die hohen Drehzahlen, mit der diese umläuft und
die konstruktionsbedingte schlechte Zugänglichkeit verhindern den Einsatz von wis-
senschaftlich aussagekräftigen Messmethoden. Als wissenschaftlich aussagekräftige
Messmethoden sind hier jene gemeint, die zum Beispiel die Bestimmung lokalen Wär-
mestromdichte und der lokalen Wandtemperatur ermöglichen. Lediglich einfachste
Kontrollprüfungen mit Thermalfarben oder punktuellen Temperatursensoren sind
unter diesen Bedingungen möglich. Für das Verständnis physikalischer Zusammen-
hänge reicht dieses Vorgehen jedoch nur selten aus. In den letzten fünf Jahrzehnten
entwickelte sich daher eine alternative Methode, die Strömung und vor allem den
Wärmetransport von konvektiven Schaufelinnenkühlungen zu untersuchen. Im
Wesentlichen werden dabei alle Bedingungen soweit verändert, dass der Einsatz von
wissenschaftlichen Messmethoden möglich wird. Essenziell ist hierbei die Skalierung
der Strömung mit dem Ziel, ein größeres Beobachtungsvolumen zu erhalten als es
die üblicherweise recht kleinen Schaufelkühlkanäle bieten. Bei der Skalierung wird
zudem nicht nur das Temperatur- und Druckniveau stark gesenkt, sondern auch die
Systemrotation. An einem so gewonnenen großen, langsam rotierenden und relativ
kalten Strömungssystem lassen sich der Wärmetransport und das Geschwindig-
keitsfeld wesentlich einfacher experimentell bestimmen als in der Turbinenschaufel
selbst. Trotzdem bedürfen diese Vermessungen noch aufwändige Techniken, die
beispielweise eine optische Zugänglichkeit und definiert beheizte Wände erfordern.
Zur Untersuchung von Strömungen in rotierenden Kanälen sind diese Techniken erst
seit wenigen Jahren praktikabel. In der Vergangenheit wurde daher oft die Analogie
von Wärme- und Stofftransport (WSA) ausgenutzt, um anhand des Stoffübergangs
und einer Transferfunktion Rückschlüsse auf den Wärmeübergang zu ziehen. Da
sich der Stoffübertrag mit der Naphthalin Sublimations Methode (NSM) auch bei
Strömungen in rotierenden Kanälen recht leicht vermessen lässt, wird dieses Vorgehen
bis heute verwendet. Das gesamte Vorgehen, bestehend aus Skalierung der Strömung
auch im Falle von Systemrotation, Anwendung der NSM und Transfer von Stoff- in
Wärmeübergang, wird im Folgenden unter dem Begriff Skalierte Analogie Methode
(SAM) zusammengefasst.
Die Schwerpunkte bisheriger Veröffentlichungen betreffen nur Teile der SAM. Das
gesamte Vorgehen aus Strömungsskalierung, Nutzung der NSM und Transfer von
Wärme- und Stofftransport wurde bisher nicht als eine zusammenhängende Methode
analysiert. Oft steht nur das Messergebnis der NSM, also der Stoffübergang in
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ausgewählten, generischen Strömungskanälen im Vordergrund. Die Betrachtung der
Übertragbarkeit der Ergebnisse auf die Kühlung von Turbinenschaufeln erfolgt nur in
Ansätzen in [5]. Auch die Ungenauigkeit der NSM wird dort sowie in [6] nur ohne
nährere Untersuchung abgeschätzt. Einige der kritischen Aspekte, die die Genauigkeit
der NSM beeinflussen, werden in [7] diskutiert aber nicht in diesem Kontext quanti-
fiziert. Zu den Gesichtspunkten zählt auch der Einfluss der Wandoberflächengestalt.
Deren zeitliche Änderung ist die Messgröße der NSM. Allerdings bedingt eine Verän-
derung der Oberflächengestalt auch eine veränderte Geschwindigkeitsgrenzschicht
und damit einen veränderten Stofftransport. Dieser, der NSM immanente Effekt wird
in [3] als Ursache für die schlechte Reproduzierbarkeit der Messergebnisse vermutet.
Erst in wenigen Untersuchungen [8], [9], [10], [11] und [12] werden Ergebnisse, die
mit der SAM gewonnen wurden, hinterfragt, allerdings auch nur indirekt. Die Ge-
genüberstellung der Resultate von Stoffübergangsmessungen mittels NSM und Wär-
meübergangsmessungen an vermeintlich gleichen Strömungen in [12] zeigen selbst in
Form von Korrelationen Unterschiede von bis zu 25%max. Die Ursachen für diese Ab-
weichung werden nicht detailliert diskutiert. Es wird nur geschlussfolgert, dass eine
Transferfunktion, die nur für das explizit betrachtete und unskalierte Strömungssys-
tem Gültigkeit besitzen kann, notwendig ist, um die nicht exakt zutreffende WSA trotz-
dem praktisch nutzen zu können. In [8] wird ein Teil der Ursache für die Abweichung
von Wärme- und Stofftransport in der Temperaturabhängigkeit der Materialkoeffizi-
enten, wie Viskosität und Massendichte, gefunden. Mit bis zu 20%MW werden jedoch
nur die räumlichen Variationen dieser Größen quantifiziert, nicht aber deren Auswir-
kungen auf die Genauigkeit der SAM. Insgesamt birgt die SAM daher Unsicherhei-
ten, die noch nicht umfassend zu einer Ungenauigkeit quantifiziert worden sind. Ob
und in welcher Form die SAM den zukünftigen Anforderungen bei der Untersuchung
von konvektiven Schaufelkühlungen gerecht werden kann, ist aus bisherigen Unter-
suchungen nicht abschätzbar.
2.2. Naphthalin Sublimations Methode als renommierte
Messmethode
Die NSM ist ein wesentlicher Teil der SAM und gilt als renommiertes Untersuchungs-
werkzeug für Schaufelkühlsysteme. Sie wird in mehreren Varianten praktisch umge-
setzt, wobei die Grundprinzipien identisch sind. Eine gute Übersicht zur NSM wird
in [6] sowie [7] angegeben. Der bei Raumbedingungen2 feste, aber sublimierende Stoff
Naphthalin C10H8 wird zur Oberflächenbeschichtung des zu untersuchenden Strö-
mungskanals verwendet. In Abb. 2.2 ist dieser Vorgang am Beispiel eines Prallstrahls
vereinfacht dargestellt. Üblicherweise wird ein Trägersubstrat wie Aluminium durch
Tauchschmelzen oder Bedampfen mit Naphthalin beschichtet. Die Masse M dieser
Naphthalin-Schicht nimmt durch die Sublimation in das darüber befindliche Gas, übli-
cherweise Luft, mit der Zeit t ab. Bewegt sich dieses Gas, das heißt es transportiert den
Naphthalin-Dampf konvektiv und leitet diesen nicht nur diffusiv, erhöht sich die Mas-
2Temperatur 300 K und Druck 105 Pa
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Abbildung 2.2.: Prinzipskizze zur Naphthalin Sublimations Methode bei rein diffusi-
vem Transport und bei einem Prallstrahl
senabnahmegeschwindigkeit ∆M/∆t. Ursache hierfür ist, dass das Feld der partiellen
Massendichte des Naphthalin-Dampfs bei Konvektion größere Gradienten aufweist.
Das zur Sublimation notwendige Partialdruckgefälle ist damit erhöht und mehr Masse
an Naphthalin sublimiert pro Zeit. Die Massenabnahmegeschwindigkeit ist die inter-
essierende Größe bei der NSM. Eine Möglichkeit sie zu bestimmen ist die gravimetri-
sche Messung durch Wiegen der beschichteten Substrate zum Zeitpunkt vor (PRE) und
nach (POST) dem gewünschten Sublimationsvorgang. Nachteilig an diesem Vorgehen
ist die geringe räumliche Auflösung. Diese lässt sich jedoch vergrößern, wenn nicht die
Masse direkt gemessen wird, sondern die örtliche Schichtdickenänderung ∆S. Sofern
die Naphthalin-Schicht eine homogene Massendichte und ein homogenes Sublimati-
onsverhalten besitzt, ist die Schichtdickenabnahmegeschwindigkeit ∆S/∆t direkt pro-
portional zum flächenspezifischen sublimierenden Massenstrom m˙sub. Die Schichtdi-
ckenabnahmegeschwindigkeit wird üblicherweise in einem PRE-POST-Verfahren, also
zeitlich sehr gering aufgelöst, ermittelt. Über ein berührendes oder nicht berührendes
Messverfahren wird die Schichtdicke vor und nach dem gewünschten Sublimations-
vorgang ermittelt. Eine Messung der Schichtdickenänderung während des Sublimati-
onsvorgangs wird in [13] angewendet und liefert ein zeitlich deutlich höher aufgelös-
tes Ergebnis. Ausgenutzt wird hierbei, dass die Intensitätsveränderungen von mono-
chromatischem, kohärentem Licht bei der Transmission durch die auf transluzentem
Substrat aufgebrachte Naphthalin-Schicht mit der Schichtdickenänderung korreliert.
Die erforderliche optische Zugänglichkeit und die Transluzenz des Substrates sind je-
doch für viele Untersuchungen von Schaufelkühlkanälen, insbesondere für jene mit
Systemrotation, große technische Hürden. In dieser Arbeit wird daher die am häufigs-
ten eingesetzte Variante, die Bestimmung der Schichtdickenabnahme in einem PRE-
POST-Verfahren, verwendet.
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2.3. Abbildung von Wärme- und Stoﬀübergang
Der Transport von Wärme oder Stoff von einer Wand in ein über diese strömendes
Gas wird üblicherweise aus dem Produkt einer angenommenen, treibenden Differenz
und einem sogenannten Übergangskoeffizienten UK ausgedrückt. Der Übergangsko-
effizient beinhaltet die Auswirkungen aller Effekte, die den Transport beeinflussen,
inklusive einer möglichen Abhängigkeit zur treibenden Differenz. Er kann daher eine
Funktion von vielen physikalischen Größen und technischen Parametern A, B, ... sein.
Im Falle des Wärmetransports ist die treibende Differenz ein Temperaturunterschied
T1 − T2 und der Koeffizient wird Wärmeübergangskoeffizient UK =̂ α genannt. Die
Wärmestromdichte q˙xw wird dann durch Gl. 2.1 abgebildet. Im Falle des Stofftrans-
ports der Spezies a in Spezies b ist die treibende Differenz ein Unterschied im Molan-
teil xa,1 − xa,2 und der Koeffizient wird Stoffübergangskoeffizient UK =̂ βab genannt.
Der flächenspezifische Stoffstrom der Spezies a in Spezies b wird durch j∗ba,xw gekenn-
zeichnet und durch Gl. 2.2 abgebildet. Er kann beispielsweise mit der NSM aus dem
flächenspezifischen, sublimierenden Massenstrom m˙sub =̂ m˙a bestimmt werden. Wie
in Kap. 4.1.2 gezeigt wird, entsprechen sich der Stofftransport von Spezies a in Spezi-
es b und jener von Spezies b in Spezies a sofern bestimmte Bedingungen erfüllt sind.
Dann besteht zwischen der Abbildung von Wärme- und Stofftransport formal kein
Unterschied.
q˙xw c s α(A, B, ...) [T1 − T2] (2.1)
j∗ab,xw = m˙a
c s β(A, B, ...)ab [xa,1 − xa,2] ρ (2.2)
j∗ba,xw = m˙b
c s β(A, B, ...)ba [xb,1 − xb,2] ρ (2.3)
β(A, B, ...)ab [xa,1 − xa,2] = β(A, B, ...)ab
[
xb,2 − xb,1
]
β(A, B, ...)ba
[
xb,1 − xb,2
]
= β(A, B, ...)ba [xa,2 − xa,1]
⇒ β(A, B, ...)ab = β(A, B, ...)ba
Diese Abbildungen sind gut geeignet für die Auslegung von Wärmeübertragern be-
ziehungsweise Stoffübertragern (WS-Übertragern). Sie eignen sich jedoch nicht zum
Vergleich konvektiver Kühlmethoden oder konvektiver Stofftransportmethoden, da in
den jeweiligen Fällen die tatsächlich treibenden Differenzen von den angenommenen
Differenzen abweichen können. Eine unbemerkt verzerrte Einschätzung des tatsäch-
lichen Transports wäre die Folge. Für den aussagekräftigen Vergleich muss die ma-
thematische Abbildung des WS-Übergangs von den treibenden Differenzen unabhän-
gig sein. Dieses gelingt durch die Definition einer jeweiligen Übergangszahl UZ ge-
mäß [14], welche im Falle der Wärmeübertragung Nusselt-Zahl Nu und im Falle der
Stoffübertragung Sherwood-Zahl Sh genannt wird. Sie setzt gemäß Gl. 2.4 und Gl. 2.5
den WS-Übertrag direkt an einer diabaten Wand xw = 0 bei vorliegender Konvekti-
on (Index d.+ k.) ins Verhältnis zum theoretischen WS-Übertrag durch reine Diffusion
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(Index d.) bei selben treibenden Differenzen und selber Diffusionsstrecke.
UZ =
f˙
∣∣∣∣
0,d.+k.
f˙
∣∣∣∣
0,d.
=̂
DK
∣∣∣∣
0,d.+k.
· ∂g∂xw
∣∣∣∣
0,d.+k.
DK
∣∣∣∣
0,d.
· ∂g∂xw
∣∣∣∣
0,d.
(2.4)
UZ =
∂g
∂xw
∣∣∣∣
0,d.+k.
g0−g∞
δg
∀ ∂DK
∂xw
= 0 (2.5)
Grundlage hierfür ist das eindimensionale Diffusionsgesetz Gl. 2.6, welches den Fluss
einer Größe f durch den Gradienten einer Größe g und einem Diffusionskoeffizienten
DK beschreibt. In Kap. 4.1.2 wird das Diffusionsgesetz für die Leitung von Wärme als
vereinfachtes Fourier’sches Gesetz hergeleitet.
f˙ (xw, x1, x2) = DK(xw, x1, x2) · ∂g(xw, x1, x2)∂xw (2.6)
Hierbei ist der Diffusionskoeffizient die Wärmeleitfähigkeit DK =̂ λ, die treibende
Größe die Temperatur T und der Fluss die Wärmestromdichte q˙. Für die Leitung von
Stoff entspricht das vereinfachte Fick’sche Gesetz dem Diffusionsgesetz, wobei der
Diffusionskoeffizient dem molaren Diffusionskoeffizienten DK =̂ Dab, die treibende
Größe dem Molanteil xa und der Fluss dem flächenspezifischen Stoffstrom j∗ab,xw ent-
spricht.
Die Übergangszahl ist aussagekräftig, wenn der Diffusionskoeffizient an der Wand im
Falle reiner Diffusion jenem entspricht, der bei Konvektion vorliegt. Dieses ist gegeben,
wenn der Diffusionskoeffizient nur von der treibenden Größe abhängt DK = DK(g)
und nicht von weiteren Größen wie beispielsweise dem Geschwindigkeitsgradienten.
Nutzbar ist diese Definition jedoch nur bei Kenntnis des Gradienten der treibenden
Größe an der Wand, welche die eigentlich gesuchte Information darstellt. Daher wird
vereinfachend angenommen, dass der Diffusionskoeffizient zumindest in Leitungs-
richtung xw konstant ist ∂DK/∂xw = 0 ⇒ DK 6= DK(g). Im rein diffusiv transpor-
tierenden System ist der räumliche Verlauf der treibenden Größe dann linear, wie in
Abb. 2.3a dargestellt. Durch Konvektion verändert sich dieser Verlauf und beeinflusst
so den übertragenen Fluss f˙ . Die Übergangszahl vereinfacht sich dann zu Gl. 2.5, lässt
jedoch immer noch keinen aussagekräftigen Vergleich verschiedener Kühl- oder Stof-
fübertragungsmethoden zu. Bei unterschiedlichen Übertragungsmethoden variieren
sowohl die treibenden Größen an der Wand g0 als auch die Dicken der Grenzschicht
δg räumlich unterschiedlich. Daher wird die Übergangszahl auf die örtlich vorliegen-
den treibenden Größen und Grenzschichtdicken bezogen und so in die aussagekräftige
Form Gl. 2.7 gebracht. Mit Ausnahme der Gradienten liegen die Werte aller Größen im
Bereich von Null bis Eins wie in Abb. 2.3b dargestellt. Die Gradienten und die Über-
gangszahlen verschiedener Übertragungsmethoden sind daher aussagekräftig und di-
rekt vergleichbar. In dieser Form wird die jeweilige Übergangszahl im Folgenden als
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Abbildung 2.3.: Eindimensionaler diffusiver (d.) und diffusiv, konvektiver (d.+k.)
Transport der Größe f durch das Potential der Größe g in orthogonaler Richtung xw
zur diabaten Wand bei xw = 0
übertragbar definierte Übergangszahl bezeichnet.
UZ =
∂g+
∂x+w
∣∣∣∣
0,d.+k.
mit g+ =
g− g∞
g0 − g∞ ∧ x
+
w =
xw
δg
(2.7)
Um diese übertragbar definierte Übergangszahl experimentell zu bestimmen, müssen
die Grenzschichten der treibenden Größe vollständig vermessen werden und gleich-
zeitig sichergestellt sein, dass die Diffusionkoeffizienten in Leitungsrichtung hinrei-
chend konstant sind. Dieser Aufwand ist für viele technische Untersuchungen nicht
gerechtfertigt, insbesondere dann nicht, wenn nur Korrelationen zur späteren Berech-
nung des WS-Übergangs gesucht sind.
UZ =
UK · [g1 − g2]
DK · g0−g∞δg
(2.8)
=
UK
DK
· δg ∀ g1 = g0 ∧ g2 = g∞ (2.9)
UZ c s UK
DK
· Lchar ∀ δg = δg(Lchar) (2.10)
Daher wird üblicherweise, so auch bei der SAM, eine Mischform aus übertragbar de-
finierter Übergangszahl und Übergangskoeffizient verwendet. Mit dieser nach Gl. 2.8
definierten Übergangszahl lassen sich dann Korrelationen zur korrekten Berechnung
des WS-Übergangs bilden, ohne jedoch die Grenzschichten der treibenden Größen
und den jeweiligen Diffusionskoeffizienten kennen zu müssen. Der direkte Vergleich
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dieser Korrelationen zum WS-Übergang in verschiedenen WS-Übertragern ist jedoch
nur selten aussagekräftig, da meistens die jeweiligen Randbedingungen, die jeweiligen
Gültigkeitsbereiche und die jeweiligen Bezugsgrößen, g1, g2, g0, g∞, der Korrelationen
unterschiedlich sind. Aussagekräftig ist nur der Vergleich des mittels der jeweili-
gen Korrelation errechneten WS-Übertrag bei expliziten Werten für die jeweiligen
Randbedingungen und Bezugsgrößen. Für die Auslegung von WS-Übertragern ist
dieses Vorgehen hilfreich, für den allgemeingültigen aussagekräftigen Vergleich
von WS-Übertragern allerdings nicht. Dieser allgemeingültige Vergleich ist jedoch
Ziel der meisten wissenschaftlichen Untersuchungen bei der die SAM verwendet wird.
In einigen Fällen, wenn die angenommene treibende Differenz g1 − g2 der tatsächli-
chen g0 − g∞ entspricht, geht die Übergangszahl nach Gl. 2.8 in die einfachere Form
Gl. 2.9 über. Beispielsweise ist dieses bei der Wärmeübertragung von einer isother-
men Wand dT0 = 0 an eine Strömung mit Temperaturgrenzschicht, also mit einer
konstanten Fernfeldtemperatur T∞ gegeben. Die Korrelationen zum WS-Übergang
in verschiedene WS-Übertrager, deren jeweiliger WS-Übergang diese Eigenschaft
aufweist, lassen sich untereinander allgemeingültig vergleichen. Problematisch sind
Strömungen, deren treibende Größe im Fernfeld g∞ oder an der Wand g0 zum Beispiel
durch Rezirkulationsgebiete örtlich unterschiedlich ist. Diese Änderungen müssen
mitbestimmt werden, wenn ein allgemeingültiger aussagekräftiger Vergleich mit
anderen Strömung durchgeführt werden soll, die diese Rezirkulation nicht aufweisen.
Eine postulierte Berechnung der sich ändernden Fernfeldgröße, wie in [15] für die
partielle Massendichte von Naphthalin im Fernfeld einer Kanalströmung durch eine
homogene Mischung angewendet, verzerrt die Übergangszahl nicht nachvollziehbar
und stellt daher keine Alternative dar. Weiterhin ist die experimentelle Vermessung
der Grenzschicht zur Berechnung einer lokalen Grenzschichtdicke δg nur selten3
möglich. Als Näherung wird daher eine konstante Länge L eingesetzt, welche in der
Regel deutlich größer ist als die Grenzschichtdicke4. Dieses verzerrt das Niveau der
Übergangszahl und deren räumliche Verteilung auf der Wand extrem. Die Übergangs-
zahl ist dann nur noch für den Vergleich von Übertragungsmethoden aussagekräftig,
bei denen die Grenzschichtdicken, deren Verteilungen auf den Wänden und die Länge
L gleich sind. Für Variationsuntersuchungen der Reynolds-Zahl, die üblicherweise
unterschiedliche Grenzschichtdicken hervorruft, ist die Übergangszahl nach Gl. 2.10
daher nur sinnvoll, wenn ausschließlich eine Korrelation zur späteren Berechnung
des WS-Übergangs gesucht ist. Als Näherung kann diese Übergangszahl jedoch zum
Vergleich zweier Übertragungsmethoden verwendet werden. Die Ungenauigkeit
dieses Vergleichs ist dann der örtliche relative Unterschied der Grenzschichtdicken.
Ein Beispiel für die Größenordnung dieser Ungenauigkeit liefert die Theorie für die
3Um die Grenzschicht in technisch relevanten Strömungen vermessen zu können, müssten diese System meist
stark skaliert werden, was zu sehr großen und damit nur in Außnahmefällen realisierbaren Experimentauf-
bauten führen würde.
4Auch wenn das Grenzschichtprofil in der Regel asymptotisch ist, also die Grenzschichtdicke von der Defi-
nition abhängt, wird in den meisten Fällen nur der wandnahe Bereich maßgeblich für den WS-Übergang
sein. Die Dicke dieses wandnahen Bereichs, der hier als Grenzschichtdicke angesehen wird, ist in der Regel
deutlich kleiner als die konstante Länge L
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überströmte ebene Platte nach [16]. Die Dicke der Geschwindigkeitsgrenzschicht an
einem Ort x ist hierbei proportional zur Wurzel aus dem Verhältnis vom Ort x zur
Fernfeldgeschwindigkeit w∞.
δw ∼
√
x
w∞
Bei einer Prandtl-Zahl von Eins Pr = 1, was näherungsweise für Gase angenommen
werden kann, ist die Temperaturgrenzschichtdicke δT gleich der Geschwindigkeits-
grenzschichtdicke δw und damit ebenfalls in derselben Form von der Fernfeld-
geschwindigkeit abhängig. Bei einer Kanalströmung mit ebenen Wänden ist die
Grenzschichtentwicklung änhlich wie bei der ebenen Platte (siehe [16]). Allerdings
wird die Reynolds-Zahl bei Kanalströmungen oft mit einer festen Länge L definiert
und nicht mit der Geschwindigkeitsgrenzschichtdicke δw oder der Wandkoordinate x.
Verdoppelt sich diese Reynolds-Zahl durch Verdoppelung der Fernfeldgeschwindig-
keit, so wird die Temperaturgrenzschichtdicke um etwa 1− δT(2 ·w∞)/δT(w∞) ≈ 30%
kleiner. Der direkte Vergleich der Nusselt-Zahl-Korrelationen von ebener Platte und
Kanalströmung birgt daher eine Ungenauigkeit von 30%, wenn die jeweiligen
Nusselt-Zahlen nach Gl. 2.10 definiert werden und im Fall der ebenen Platte als
charakteristische Länge die mit der Grenzschichtdicke korrelierende Wandkoordinate
verwendet wird. Eine ähnliche Unsicherheit wird beim Vergleich so definierter
Sherwood-Zahlen zu erwarten sein.
Jedoch selbst wenn nur eine Nusselt-Zahl-Korrelation zur späteren Berechnung des
Wärmeübergangs oder der Wandtemperatur gesucht wird, muss diese Korrelation ei-
ne hinreichende Genauigkeit besitzen. Eine Abschätzung dieser notwendigen Genau-
igkeit liefert die konvektive Kühlung einer Turbinenschaufel, deren Material bis an
die Lebensdauergrenztemperatur belastet wird. Wird diese Grenztemperatur um 10 K
überschritten, sinkt die Lebensdauer etwa um 50%, was in der Regel inakzeptabel ist.
Eine Nusselt-Zahl-Korrelation sollte daher die Wandtemperatur auf 10 K genau vor-
hersagen können. Viele Korreltaionen nutzen die logarithmische Temperaturdifferenz
∆Tm =
TA − TE
ln
(
Tw−TE
Tw−TA
)
als treibende Temperaturdifferenz. Hierin ist TE die gemittelte Eintrittstemperatur, TA
die gemittelte Austrittstemperatur und Tw die gemittelte Wandtemperatur. Die gemit-
telte Wärmestromdichte q˙m lässt sich dann ausdrücken durch
q˙m = α∆Tm =
Numλ
Lchar
∆Tm = uρcp [TA − TE] A•A◦
wobei oft nur die Nusselt-Zahl Num, die Temperaturen Tw und TA sowie die Durch-
strömgeschwindigkeit u bei der Verwendung der Korrelation interessierende Varia-
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blen sind. Somit folgt nach Umstellen der Ausdruck
Num
ln
(
Tw−TE
Tw−TA
)
· u
= konstant ⇒
Num
∣∣∣∣
TA1,Tw1,u1
Num
∣∣∣∣
TA2,Tw2,u2
=
ln
(
Tw1−TE
Tw1−TA1
)
· u1
ln
(
Tw2−TE
Tw2−TA2
)
· u2
aus dem sich die benötigte Genauigkeit der Korrelation von Num exemplarisch berech-
nen lässt. Dazu wird angenommen, dass die Austrittstemperatur TA und die Durch-
strömgeschwindigkeit u stets genau reproduzierbar sind.
TA
!
= TA1
!
= TA2 ∧ u != u1 != u2
Nur die Wandtemperatur Tw soll die Ungenauigkeit von 10 K aufweisen. Für reprä-
sentative Temperaturen einer Turbinenschaufelkühlung, TE =̂ 600 K, TA =̂ 800 K,
Tw1 =̂ 1.000 K und Tw2 =̂ 1.010 K folgt,
Num
∣∣∣∣
TA1,Tw1,u1
Num
∣∣∣∣
TA2,Tw2,u2
=̂ 103, 6%
sodass die Nussel-Zahl-Korrelation eine Genauigkeit von 3, 6% aufweisen muss, um
mit ihr die Wandtemperatur auf 10 K genau zu berechnen.
2.4. Untersuchungen zu konvektiven Kühlmethoden von
Turbinenschaufeln
Zur gesamten Bandbreite der konvektiven Kühlmethoden, welche in Turbinenschau-
feln eingesetzt werden, gibt es sehr viele Publikationen. Deren Darstellung ist hier
nicht zielführend, da sich die primären Aussagen auf die jeweilige Kühlung sowie
deren Eigenschaften beziehen und nicht auf die Einschränkungen und Ungenauigkei-
ten der Methoden, mit denen diese Erkenntnisse gewonnen wurden. Entscheidend
sind nur die Untersuchungen von Kühlmethoden mit extremen Eigenschaften, wie
eine stark ausgeprägte oder vernachlässigbare Sensitivität gegenüber Systemrotation,
das heißt gegenüber der Turbomaschinen immanenten Drehung. Diese Fälle sind
repräsentativ für die Abschätzung, ob sich die SAM für zukünftige Untersuchungen
eignet. Generell zählen hierzu alle konvektiven Kühlmethoden, die in rotierenden
Schaufeln eingesetzt werden können und deren Geschwindigkeitsfelder möglichst
stark unterschiedlich sind. Da solche Kühlungen fast ausschließlich mit der NSM
untersucht wurden, gelten die nachfolgenden Aussagen nur für den Stoffübergang
und nicht zwangsläufig für den Wärmeübergang. In der gesamten Arbeit werden aber
allgemein die Begriffe WS-Übergang und WS-Transport verwendet, wenn Aussagen
sowohl für den Wärmeübergang und -transport und für den Stoffübergang und
-transport gelten.
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In [5] werden zwei offensichtlich extrem gegensätzliche Fälle, die Kühlung durch eine
axiale Rohrströmung und eine Prallkühlung mit der NSM untersucht. Der Rotations-
einfluss wird aber nur bei der Rohrströmung5 mit einbezogen und dort als signifikant
für den Stoffübergang festgestellt. Lokale Veränderungen der Sherwood-Zahl von über
50% aufgrund rotationsbedingter Strömungsphänomene zeigen, dass die axiale Rohr-
strömung messbar sensitiv gegenüber der Systemrotation ist. Andere Parameter, wie
die Reynolds-Zahl Re, verändern das Niveau des Stoffübergangs zwar deutlich stär-
ker, etwa 600%Re.min6, fördern den Rotationseinfluss aber nur indirekt über das Anfa-
chen der Strömungsphänomene. Auch das Niveau des Stoffübergangs bei einer Prall-
kühlung, so zeigen [5], [17], [18] und [19], ist stark von der Reynolds-Zahl abhängig.
Auch hier bewirkt die Systemrotation nach [19], ähnlich wie bei der Rohrstömung,
nur lokale Veränderungen des Stoffübergangs. Bei bestimmten Parameterkonfigura-
tionen, in diesem Fall dem Anstellwinkel7 α = 90 °, erreicht diese Veränderung etwa
100%Ro=0. Damit scheint eine Prallkühlung sensitiver gegenüber rotationsbedingten
Strömungsphänomenen als die Kühlung durch eine axiale Rohrströmung. Auch an-
dere Kühlmethoden, wie die Verwendung eines berippten Vierkantkanals, zeigen ei-
ne geringere Rotationssensitivität. Nach [20] und [15] treten hierbei rotationsbedingte,
lokale Veränderungen im Stoffübergang von maximal 60% auf. Daher wird eine Prall-
kühlung als ein Validierungsfall für die SAM verwendet. Anhand der Erkenntnisse, die
mit der SAM aus den zu erwartenden, starken Effekten im Stoffübergang geschluss-
folgert werden können, wird die Eignung der SAM für zukünftige Untersuchungen
ermittelt. Ein zweiter, vollständig konträrer Fall ohne signifikanten Rotationseinfluss
stellt die Zyklonkühlung dar. Nach [3] sind lokale Veränderungen des Stoffübergangs
aufgrund rotationsbedingter Strömungsphänomene fast nicht feststellbar. Die Varia-
tion liegt etwa im Bereich von ±5% und damit in der selben Größenordnung wie die
erwartete Messungenauigkeit. Wegen ihrer geringen Sensitivität gegenüber der Rotati-
on und den damit verbundenen geringen Effekten im Stoffübergang wird die Zyklon-
kühlung als zweiter Validierungsfall für die SAM herangezogen. Anhand dieses Falls
werden die praktischen Grenzen der SAM und insbesondere der NSM ermittelt.
2.5. Prallkühlung
Die hier verwendete Kanalgeometrie der Prallkühlung ist in Abb. 2.4 skizziert und ih-
re quantitativen Eigenschaften nach der Skalierung in Tab. A.2 angegeben. Sie stellt ei-
ne generische Abbildung einer Prallkühlung innerhalb der Schaufel einer stationären
Gasturbine dar, welche wiederum auf dem Patent [21] basiert. Der Hauptmechanis-
mus zur Generierung eines hohen WS-Übergangs liegt in den großen, wandnahen
Geschwindigkeitsgradienten infolge des Auftreffens von Freistrahlen auf die Wände.
Die Freistrahlen werden durch die Durchströmung der Bohrungen A1 und A2 erzeugt
5Die Rohrlängsachse ist dabei orthogonal zur Drehachse ausgerichtet und schneidet diese.
6Der Index Re.min gibt an, dass sich die porzentuale Änderung auf den Wert bei minimaler Reynolds-Zahl
bezieht.
7Der Anstellwinkel ist hier der radial projezierte Winkel zwischen der Rotationsachse und der Achse der
Bohrungen mit denen die Prallstrahlen erzeugt werden
2.5. PRALLKÜHLUNG 15
Abbildung 2.4.: Geometrie des generischen Prallkühlkanals
und bewirken im Auftreffbereich auf den Wänden C und D einen lokal erhöhten WS-
Übergang. Über die Bohrungen B1 und B2 wird das Fluid aus dem Kanal abgeführt.
Von allen vier Bohrungen sind jeweils 9 in einer Bohrungsreihe über die Kanalhöhe
z so angeordnet, dass die Bohrungen benachbarter Reihen einen Abstand in Höhen-
richtung von einem halben Bohrungsabstand aufweisen. Im generischen Modell nicht
enthalten sind Bohrungen in der Wand C, welche in der Turbinenschaufel zur Film-
kühlung aber existieren. Der Einfluss dieser Filmkühlung wird nur pauschal durch
Luftentnahme am oberen Kanalende (z = zmax) simuliert. Der Kanal ist in den Unter-
suchungen mit Rotation so angeordnet, dass die radiale Richtung (~x gemäß Abb. 4.2)
über die gesamte Kanallänge durch den Anstellpunkt a führt. Dieser liegt nahe dem
Flächenschwerpunkt c des Kanalquerschnitts. Weiterhin wird durch Variation des An-
stellwinkels α, also der projizierten Ausrichtung des Kanals zur Rotationsachse ω,
der Rotationseinfluss auf den Übergang ähnlich wie in [19] verändert. Das generi-
sche Modell ist um den Faktor SF = 7 geometrisch konstant größer als der Kühlka-
nal in der Turbinenschaufel. Der radiale Abstand vom Kanalboden bis zur Drehach-
se, im Weiteren auch Drehradius x0 genannt, beträgt x0 =̂ 261 mm ≡ 18, 64 d. Der
Wärmeübergang von den Wänden dieses generischen Kanalmodells an die Strömung
wurde bereits durch [22] untersucht, allerdings nur für den Fall ohne Systemrotation
und bei einem Skalierungsfaktor von SF = 6 sowie bei nur 7 Bohrungen pro Reihe.
Die Ergebnisse dürften jedoch durchaus übertragbar sein, da die ermittelte Verteilung
der Nusselt-Zahl Nu, welche den Wärmeübergang charakterisiert, über die Kanalhö-
he entsprechend der Bohrungsanordnung periodisch ist. Für eine Reynolds-Zahl von
Re = 45.000 zeigt sich eine lokale Überhöhung der Nusselt-Zahl in den Auftreffge-
bieten von etwa 300% in Relation zu den geringsten Werten, welche zwischen den
Bohrungen auf Wand A auftreten. Diese starke Überhöhung muss auch mit der SAM
quantifizierbar oder zumindest dedektierbar sein, um beispielsweise den Einfluss der
Systemrotation auf diese Überhöhung mit ausreichender Sicherheit zu bestimmen. Zur
Validierung der SAM wird daher die Reynolds-Zahl bis maximal Re = 40.000 variiert.
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Abbildung 2.5.: Geometrie des generischen Zyklonkühlkanals
2.6. Zyklonkühlung
Als Zyklonkühlkanal wird die in Abb. 2.5 skizzierte Geometrie verwendet. Ihre quan-
titativen Eigenschaften nach der Skalierung sind in Tab. A.1 angegeben. Die Geometrie
stellt eine generische Abbildung einer bisher nicht für Turbinenschaufel verwendeten
Kühlmethode dar und lehnt an das Patent [23] an. Der gewünschte hohe WS-Übergang
wird durch große wandnahe Geschwindigkeitsgradienten generiert, welche durch ei-
ne konstant anhaltende Krümmung der Strömung möglichst weit in Strömungsrich-
tung aufrecht erhalten werden. Um dieses zu erreichen, tritt Fluid tangential durch
einen Schlitz, dem sogenannten Drallerzeuger, in den Kühlkanal nahe dem Boden
(x = 0) ein. Die Abfuhr des Fluids erfolgt entweder am Kanalende über einen leicht
verjüngten Auslass oder durch die Filmkühlbohrungen A und B. Für die Untersuchun-
gen unter Systemrotation ist der Zyklonkanal so platziert, dass die Rohrlängsachse x
radial nach außen zeigt und die Einströmung durch den Drallerzeugeschlitz in Projek-
tion senkrecht zur Drehachse erfolgt. Der radiale Abstand vom Kanalboden (x = 0)
bis zur Drehachse beträgt x0 =̂ 273 mm ≡ 5, 46 d. Durch einen Drallerzeugerschlitz
entsteht nach [3] ein Strahl, der durch die Wand des kreisrohrförmigen Kanals helixar-
tig um die Längsrichtung x umgelenkt wird und im Mittel eine verdrallte Strömung
darstellt. Im Vergleich zur rein axialen Durchströmung eines Kreisrohres erhöht die-
ser Drall, laut [24], je nach Intensität und Reynolds-Zahl den Stoffübergang bis etwa
500%, zumindest im anfänglichen Rohrbereich x ∈ [0; 5d]. Bis zum Fluidauslass bei
x = 20 d reduziert sich die Überhöhung auf 200%, unabhängig von der anfänglichen
Drallstärke und bei einer Reynolds-Zahl8 von Re = 20.000. Den axialen Verlauf und
die Stärke der Überhöhung zeigt auch die in [25] angegebene Korrelation bezüglich
der Nusselt-Zahl. Die Wirkung des Dralls ist derart stark und über die Rohrlänge na-
hezu konstant, sodass rotationsbedingte Sekundärströmungen nach [3] keine eindeu-
tig zuweisbaren Veränderungen der Sherwood-Zahl-Verteilung an den Wänden her-
vorrufen. Eine Schwächung des Dralls wird laut [1] allerdings durch die Fluidabnah-
8Als charakteristische Länge wird der Rohrdurchmesser verwendet
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me per Filmkühlbohrungen hervorgerufen. Direkt an den Filmkühlbohrungen erhöht
sich die Tangentialgeschwindigkeit zwar geringfügig, über die Rohrlänge nimmt sie
jedoch stark ab und erreicht am Rohrende x = 13 d bei einer Filmkühlabnahme von
100% nur noch 10% des anfänglichen Wertes. Die Verteilung des WS-Übergangs an
den Kanalwänden bei einer Strömung mit lokal derart geringem Drall könnte durch
Systemrotation messbar beeinflusst werden. Allerdings ist eine direkte Übertragung
der Effekte, wie sie in [5] und [3] bei dem rein axial druchströmten Rohr beschrieben
werden, durch die gänzlich andere Strömungsform nicht zu erwarten. Die beobach-
tete lokale Überhöhung des Stoffübergangs von 50% durch rotationsbedingte Sekun-
därströmungen dürfte bei der Zyklonkühlung selbst mit 100% Filmkühlabnahme und
hoher Reynolds-Zahl wesentlich geringer ausfallen. Grund hierfür ist der vergleichs-
weise kürzerer Rohrabschnitt, der eine annähernde Axialströmung ohne ausgeprägten
Drall aufweisen wird. Zur Validierung der SAM wird daher ein vergleichsweise hohes
Reynolds-Zahl-Niveau im Bereich Re ∈ [45.000; 100.000] verwendet und die Filmkühl-
abnahme nach Gl. 5.16 im Bereich FKA ∈ [0; 1] variiert.
2.7. Fazit zum Stand der Forschung und Technik
Die Unsicherheit der SAM, insbesondere der NSM, zur Untersuchung von konvek-
tiven Schaufelinnenkühlungen ist ungeklärt. Es gibt jedoch Anzeichen, dass diese in
einer Größenordnung liegt, die größer ist, als die durch variierte Systemrotation her-
vorgerufenen Unterschiede im WS-Übergang bei der Zyklonkühlung. Für die aussa-
gekräftige Untersuchung der Zyklonkühlung könnte die SAM daher ungeeignet sein.
Für die Prallkühlung hingegen könnte sie aufgrund der vergleichsweise großen Gra-
dienten der Übergangszahl-Wandverteilung ausreichend genau sein. Viele mögliche
Ursachen für eventuelle Anteile an der Unsicherheit der SAM sind bekannt aber nur
wenige quantifiziert. Drei scheinen jedoch am schwerwiegendsten zu sein.
Die WSA könnte in vielen Experimenten nicht exakt gegeben sein, wodurch die
in [12] beobachteten Abweichungen zwischen Wärme- und Stoffübergangsverteilung
von 25% begründet würden.
Die Übertragbarkeit der im skalierten, kalten, stoffübertragenden System gewonnen
Ergebnisse auf die Schaufelkühlung könnte, wie ansatzweise in [8] gezeigt, durch an-
dere räumliche Verteilung der Materialkoeffizienten und die Skalierung selbst deutlich
eingeschränkt sein.
Die NSM könnte eine deutlich größere Ungenauigkeit besitzen als bisher angenom-
men, wie die in [3] beobachtete schlechte Reproduzierbarkeit vermuten lässt.
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Abbildung 3.1.: Vorgehen zur Eignungsbestimmung der SAM
Das Ziel dieser Arbeit, die Eignung der SAM zu bestimmen, erfolgt über den Vergleich
der Unsicherheit der SAM mit Messergebnissen, die mit der SAM gewonnen. Zunächst
werden die Unsicherheit der SAM ermittelt und deren Ursachen diskutiert. Die Quan-
tifizierung der Unsicherheit erfolgt teilweise durch rein theoretische Überlegungen zur
WSA, zur Skalierung und zur Übertragbarkeit der experimentellen Ergebnisse, welche
in Kap. 4 erörtert werden. Einen weiteren Anteil an der Unsicherheit liefert die Unge-
nauigkeit der NSM, die vor allem durch deren Reproduzierbarkeit determiniert wird.
Ihre Bestimmung erfolgt experimentell und wird in Kap. 5.1 dargelegt. Die so gewon-
nene Unsicherheit der SAM relativiert die in Kap. 5.2 und Kap. 5.3 dargestellten Un-
tersuchungsergebnisse zur Prall- und zur Zyklonkühlung. Aus diesem Vergleich wird
in Kap. 6 die Eignung der SAM und deren Einschränkungen aufgezeigt.
3.1. Experimentelles Vorgehen
Zur Gewinnung der experimentellen Ergebnisse werden drei Verfahren eingesetzt.
- Die Reproduzierbarkeit der NSM wird mittels Doppelproben-Sublimations-
Experiment und Auflichtmikroskopie untersucht. Zur Vermessung der Naphthalin-
Schicht wird dabei die optische Oberflächenvermessung auf Basis der Laser-
Trigonometrie eingesetzt. Die Erzeugung der Naphthalin-Schicht erfolgt durch
Tauchschmelzen, wobei entweder eine unbehandelte oder eine entgaste Naphthalin-
Schmelze1 verwendet wird. Eine detaillierte Beschreibung findet sich in [26].
- Die Untersuchung mit Parametervariation der Zyklon- und der Prallkühlung wird
am später beschriebenen Rotationsprüfstand durchgeführt. Auch hierbei erfolgt die
Vermessung der Naphthalin-Schicht optisch auf Basis der Laser-Trigonometrie.
- Die Vermessung der Geschwindigkeitsfelder der Zyklon- und der Prallkühlung wird
mittels Magnetic Resonance Velocimetry (MRV) durchgeführt, allerdings nur für den
Fall ohne Systemrotation.
1Lieferant: MERCK KGaA
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3.1.1. Doppelproben-Sublimations-Experiment
Die Reproduzierbarkeit der NSM ist direkt an die Konstanz der Sublimationsrate von
Naphthalin gekoppelt. Diese ist nach [27] von der Temperatur, dem Druck und wei-
teren Einflussgrößen abhängig. Um gelöst vom Einfluss der Schwankungen dieser
Größen die Konstanz des Sublimationsverhaltens zu bestimmen, werden immer zwei
Naphthalin-Proben parallel unter denselben Bedinungen sublimiert und nur diese mit-
einander verglichen. Die Sublimation erfolgt bei erzwungener Konvektion in einem
Windkanal offener Bauweise im Saugbetrieb (siehe Abb. 3.2 sowie [1]). Die Zeit, in der
die Proben der Konvektion ausgesetzt sind, ist dabei so kurz gewählt, dass nur ein klei-
ner, aber gut messbarer Teil des als Schicht vorliegenden Naphthalins verdampft. Vor
und nach diesem gewollten Sublimationsvorgang werden die Oberflächen beider Pro-
ben vermessen und die Kornstruktur mittels mikroskopischer Aufnahmen untersucht.
Jede Probe wird mehrmals genutzt bis sie soweit sublimiert ist, dass sie kleiner ist als
das Beobachtungsgebiet. Alle Probenhalter sind kreiszylindrisch, besitzen denselben
Außendurchmesser von 20 mm, eine Länge von 20 mm und bestehen aus Aluminium.
Es werden drei Formen mit jeweils unterschiedlichen kreisförmigen Beschichtungsflä-
chen mit den Durchmessern d = 4; 8; 16 mm genutzt, um den Einfluss verschiedener
Strömungs- und Konzentrationsgrenzschichten infolge der Oberflächenkonturände-
rung untersuchen zu können. Um diesbezüglich den Einfluss des Probenhalters selbst
konstant zu halten, werden bei Versuchen mit den beiden kleineren Beschichtungsflä-
chen unbeschichtete Ringscheiben als Konturersatz eingesetzt. Die Proben sind so im
Windkanal platziert, dass deren Abstand dem projizierten Abstand zu den Wänden
gleicht. So ist gewährleistet, dass die Geschwindigkeitsgrenzschicht des Windkanals
einen etwaig gleichen Einfluss auf beide Proben hat. Die Oberfläche der Naphthalin-
Schicht beziehungsweise deren Dicke wird direkt nach einem Sublimationsvorgang
optisch vermessen. Die hierzu notwendigen Referenzflächen sind ringförmig um die
Beschichtungsflächen angeordnet und gegebenenfalls wärend der Sublimation von
den Ersatzkonturringscheiben abgedeckt. Zur Ausrichtung der Probenhalter, sowohl
im Windkanal als auch bei der Oberflächenvermessung, besitzen diese eine zentrische
Steckpassung und einen Passstift.
3.1.2. Probengenerierung
Die Proben zur Untersuchung des Sublimationsverhaltens von Naphthalin werden
mittels einer Vorrichtung durch Tauchschmelzen bei kontrollierter Atmosphäre
erzeugt. Diese Atmosphäre besteht aus Luft, sofern die Naphthalin-Schicht aus einer
unbehandelten Schmelze gewonnen wird. Hingegen bildet hochreines Helium2 die
Atmosphäre, wenn die Naphthalin-Schmelze zuvor durch Helium-Gaswäsche entgast
wurde. Die Entgasung soll die Anzahl der Kristallisationskeime verringern und Lun-
kerbildung infolge sinkender Gaslöslichkeit des Naphthalins bei dessen Kristallisation
minimieren. In Abb. 3.3 ist der prinzipielle Aufbau der Entgasungs- und Beschich-
tungsanlage skizziert. Vor dem eigentlichen Beschichten der Proben wird Naphthalin
in einem Behälter geschmolzen und gegebenenfalls mit 3 · 10−6 kg/s Helium für
2Helium 4.5 DIN EN 439 Reinheit > 99, 996% He, Lieferant: LINDE AG
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Abbildung 3.2.:Maßstäbliche Skizze des Windkanals mit Doppelproben; Basisquelle [1]
30 min entgast. Hierbei liegt etwa 3 · 10−3 m3 Schmelze vor. Für eine möglichst gute
Durchmischung von Naphthalin-Schmelze und Helium wird Letztgenanntes über
eine Gasfritte aus gesintertem Messing am Boden des Schmelzbehälters zugeführt.
Anschließend an den Schmelzvorgang füllt ein Teil der Schmelze das Tauchbad,
dessen Pegel per Luft- oder Helium-Volumen oberhalb des Bades so reguliert wird,
dass eine möglichst tropfenfreie Naphthalin-Schicht auf der Beschichtungsfläche des
Probenhalters entsteht. Der Rest der Schmelze wird danach in den Schmelzbehälter
per Luft oder Helium zurückgedrückt und verbleibt bei der jeweiligen Atmosphäre.
Dieses Vorgehen ermöglicht es, mehrere Beschichtungsvorgänge mit entgastem Naph-
thalin durchzuführen, ohne dass dieses zwischenzeitlich Fremdgas lösen kann. Die so
gewonnenen Naphthalin-Schichten werden wahlweise von Hand mit Schleifpapier
angerauht oder roh belassen. Das Schleifen simuliert die spanende Bearbeitung,
welche nach dem Beschichten einiger Kanalgeometrien notwendig ist, um zu starke
Formabweichungen zu entfernen.
3.1.3. Optische Auﬂichtmikroskopie
In den meisten Fällen, in denen die NSM angewendet wird, ist das Trägersub-
strat für die Naphthalin-Schicht opak. Oft ist es Aluminium, welches eine gewisse
Oberflächenrauhigkeit aufweist, die durch Sandstrahlen gezielt herbeigeführt
wird. Diese Rauhigkeit dient der besseren Haftung der Naphthalin-Schicht und
vermeidet so ein Abtrennen dieser von dem Trägersubstrat bei Untersuchungen
mit Systemrotation. Ein Nebeneffekt der Rauhigkeit ist die gestiegene Anzahl an
Kristallisationskeimen, wodurch das Kornwachstum der Naphthalin-Kristalle be-
einflusst wird. Um beim Doppelproben-Sublimations-Experiment eine ähnliche
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Abbildung 3.3.: Prinzipskizze der Entgasungs- und Beschichtungsanlage zur Generie-
rung der Naphthalin-Proben bei Helium-Atmosphäre
Kornstruktur der Naphthalin-Schicht zu erhalten wie bei der Beschichtung von
Kühlkanalmodellen, sind die Probenhalter ebenfalls durch Sandstrahlen aufgerauht.
Aufgrund der Opazität und der Rauhigkeit des Trägersubstrants wird zur optischen
Untersuchung der Kristallstruktur des Naphthalins ein Auflichtmikroskop des
Typs ZEISS AXIO SCOPE A1 im Hellfeld-Modus mit einer maximal genutzten
Vergrößerung von 500 verwendet. Die Aufzeichnung der Bilder erfolgt durch eine
CCD-Farbkamera des Typs ZEISS AXIOCAM ERC 5S mit einer Auflösung von
2.560/5, 7 × 1.920/4, 28 px2/mm2, welche bei einem geeignet kleinen Sichtfeld
ausreichend detaillierte Aufnahmen ermöglicht. Für die mikroskopische Abbildung
der gesamten Naphthalin-Schicht einer Probe werden daher bis zu 30 Einzelbilder
an verschiedenen Bereichen aufgenommen und per Algorithmus3 zusammengesetzt.
Dieses Verfahren ist sehr langwierig und wird daher nur für ausgewählte Proben
durchgeführt mit dem Ziel, das jeweilige mikroskopische Bild mit den Daten der
hochaufgelöst vermessenen Oberfläche zu vergleichen. In allen anderen Versuchen
wird nur ein Bereich pro jeweiliger Probe aufgenommen, allerdings bei jedem
Vermessungsschritt derselbe.
3.1.4. Beschichtung der Kühlkanalmodelle
Der Prallkühlkanal und der Zyklonkühlkanal wird in einer inversen Tauchschmelz-
anlage mit Naphthalin (Zulieferer: Merck KGaA; Reinheit 99, 9%) beschichtet. Deren
Aufbau und Funktionsweise ist in [3] näher beschrieben. Die Beschichtung der be-
wusst vorgewärmten Kanalwände erfolgt unter Luft-Atmosphäre und mit unbehan-
3Verwendet wurde die Software MICROSOFT IMAGE COMPOSITE EDITOR
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delter Schmelze. Eine spanende Nachbearbeitung der Schicht wird nur für den Prall-
kühlkanal durchgeführt.
3.1.5. Optische Oberﬂächenvermessung
In vielen dieser Arbeit vorangegangenen Untersuchungen wird die Messgröße der
NSM, die örtliche Schichtdickendifferenz ∆S, mit einem Schichtdickenmesssystem auf
Basis einer Wirbelstromsonde im PRE-POST-Verfahren gewonnen. Dieses Verfahren
hat mehrere Nachteile. Es ist ein berührendes Verfahren, dessen Sonde bei jedem Auf-
setzen auf die Naphthalin-Schicht je nach Härte dieser etwa 5 µm in diese eindringt. Im
PRE-POST-Verfahren ergibt sich damit eine Unsicherheit von 10 µm. Dieses entspricht
einem relativen Fehler von 5% bei durchschnittlichen, maximalen Schichtdickenände-
rungen von etwa 200 µm, welche durch die möglichst geringe Grenzschichtbeeinflus-
sung durch Oberflächenänderung bedingt wird. Weiterhin mittelt die Wirbelstromson-
de die Schichtdicke physikalisch in einem kreisförmigen Bereich mit einem Durchmes-
ser von etwa 1.500 µm. Um lokale Unterschiede im Stoffübergang auflösen zu können,
muss daher oft die Kühlkanalgeometrie stark hochskaliert werden, was nicht nur zu
Skalierungsfehlern führt, sondern auch den technischen Aufwand für Untersuchun-
gen unter Systemrotation erschwert. Ferner benötigt die Schichtdickenmessung mittels
berührender Sonde pro Messpunkt, selbst bei schneller Traversierung der Sonde, eine
Zeit von etwa 3 s. Entsprechend lang dauert die Vermessung der Wände eines stark
hochskalierten Kühlkanals, üblich sind durchaus 90 min. In dieser Zeit verringert sich
die Naphthalin-Schicht durch Sublimation unter natürlicher Konvektion bei Vermes-
sungsbedingungen um etwa 1, 5 µm. Im PRE-POST-Verfahren tritt dieses theoretisch
nicht als Fehler auf, sofern die Messpunkte in Vor- und Nachmessung in gleicher Rei-
henfolge angefahren werden. Allerdings ist die Schichtdickenänderung durch natür-
liche Konvektion stark von der Umgebungstemperatur abhängig, welche unvermeid-
bar über die Zeit der Vermessung schwankt. Es muss daher eine weitere Unsicherheit
von 1, 5 µm angenommen werden. Aus diesen nachteiligen Gründen wird in dieser
Arbeit eine nicht berührende Oberflächenvermessung mittels optischer Abstandsmes-
sung basierend auf der Laser Trigonometrie eingesetzt. In Abb. 3.4 ist das System mit
dessen wichtigsten Größen skizziert. Wahlweise wird ein Laser-Abstandsmesssystem
vom Typ KEYENCE LK-G82 mit einem Messbereich von zm = 30 mm bei einer Wie-
derholgenauigkeit von ±0, 2 µm oder vom Typ KEYENCE LK-G152 mit einem Mess-
bereich von zm = 80 mm bei einer Wiederholgenauigkeit von±0, 5 µm verwendet. Der
Abstand wird physikalisch gemittelt über eine Kreisfläche mit einem Durchmesser von
d = 70 µm im Falle des Sensors mit kleinerem Messbereich und im Falle des Sensors
mit größerem Messbereich von d = 120 µm. Die Mittelung dauert in beiden Fällen
20 µs und kann mit einer Frequenz von 1 kHz wiederholt werden. Der jeweilige Sen-
sor wird durch eine vierachsige Traversiereinheit des Typs AEROTECH AGS 10000
mit einer absoluten Positioniergenauigkeit in allen Linearachsen von ±5 µm sowie ei-
ner Wiederholgenauigkeit von ±2, 5 µm in transversaler Richtung x, y und ±1 µm in
lateraler Richtung z kontinuierlich, mäanderförmig über der zu messenden Oberfläche
verfahren. Alternativ kann eine Rotationsachse u integriert werden mit einer Positio-
niergenauigkeit von ±0, 001.39 ° sowie einer Wiederholgenauigkeit von ±0, 000.28 °
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Abbildung 3.4.: Prinzipskizze der Schichtdickenvermessung
und einer radialen Verschiebung von maximal ±2 µm. Jede Einzelmessung startet
dabei positionsabhängig gepulst, wie in Abb. 3.5a skizziert. Eine zuverlässige Pul-
sung der Einzelmessung wird allerdings durch den Positionsgeber der Traversierein-
heit auf eine Frequenz kleiner 0, 9 kHz begrenzt. Verfahrgeschwindigkeiten größer
F > 100 mm/s werden vermieden, um einen überlappenden Mittelungsbereich durch
die Mittelungszeit der Einzelmessung von weniger als dxm < 2 µm zu erhalten. Die
gewünschten Gitterweiten dx, dy mit der die Oberflächen vermessen werden, sind je-
weils bei den Ergebnissen angegeben und liegen zwischen 30 µm und 1.500 µm. Drei
nachteilige Eigenschaften der optischen Oberflächenvermessung müssen bei der Inter-
pretation der Messwerte berücksichtigt werden.
Oberﬂächenbeschaﬀenheit Durch Einzelmessungen während des Verfahrens können
die lokal schwankenden Oberflächeneigenschaften wie Brechungsindex und Transpa-
renz das Messergebnis gravierend beeinflussen und gegebenfalls sogar Werte liefern,
die außerhalb des Messbereichs liegen. Diese Werte werden gekennzeichnet und bei
der Interpretation nicht berücksichtigt.
Abschattung Eine weitere nachteilige Eigenschaft ist der Schatteneffekt (siehe
Abb. 3.4), welcher an Kanten und Schrägen durch Verdecken des reflektierten Laser-
lichts auftreten kann. Somit ist es auch nur möglich, den Boden eines Lochs zumindest
stellenweise zu vermessen, wenn dieses keinen Halbkegel mit einem Spitzenwinkel
von 25 ° aufnehmen kann. Sobald der Schatteneffekt auftritt, werden diese Werte
gekennzeichnet und bei der Interpretation nicht berücksichtigt.
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Abbildung 3.5.: Pulsation und Lagekorrektur bei der Oberflächenvermessung
Lagekorrektur Um aus zwei Abstandsmessungen die Dickenänderung der
Naphthalin-Schicht zu erhalten, werden beide Messergebnisse voneinander ab-
gezogen. Hierzu muss das Trägersubstrat mit einer Genauigkeit von wenigen µm in
beiden Messungen identisch positioniert sein. Bereits aus Gründen der thermischen
Dehnung ist dieses nicht möglich. Daher werden immer vier unbeschichtete Referenz-
flächen mit einer ausreichenden Anzahl an Messpunkten in die Messung einbezogen
(siehe Abb. 3.5b). Anhand der Mittelwerte dieser Referenzflächen wird das Messgitter
mit der Differenz zweier Messungen (PRE und POST) mittels eines Algorithmus
solange um zwei Achsen iterativ gekippt, bis die neu berechneten Mittelwerte der
Messpunkte in den vier Referenzflächen minimal geworden sind. Annahme hierbei
ist, dass der Substratträger formsteif ist. In einigen Fällen, bei Versuchen mit dem
Prallkühlkanalmodell unter Systemrotation, verwölbte sich dieser plastisch um etwa
10 µm. Diese Abweichung kann durch die Lagekorrektur nicht beseitigt werden und
beeinflusst das Endergebnis signifikant. Bei der ensprechenden Interpretation wird
dieses berücksichtigt.
3.1.6. Rotationsprüfstand
Die Durchströmung zur Erzeugung des konvektiv getriebenen Stoffübergangs in den
generischen Kühlkanälen, sowohl mit als auch ohne Systemrotation, erfolgt in einer ei-
gens für diesen Zweck konzipierten Zentrifuge, dem sogenannten Rotationsprüfstand
(siehe Abb. 3.6). Hauptelemente des Prüfstandes sind:g1 , g4 , g5 Antriebseinheit mit einem Gleichstrommotor (111 kW bei 2.500 1/min),
einem Kettentrieb, einer Bremse und der Wellenlagerung mit gekühlter Ölumflauf-
schmierung.g2 , g3 Telemetrie mit einem 32-kanäligen, parallel arbeitenden Differenzdruckauf-
nehmer SCANIVALVE ZOC22B/32Px-10“H2O-VL und AD-Wandler SCANIVALVE E-
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RAD4000 sowie einem Thermistorspannungsverstärker (Eigenbau) für 32 Thermis-
toren 10 kΩ und AD-Wandler GOLDAMMER G0A-1024-9 MC USB 16 Bit 32SE/16DI
mit weiteren analogen und digitalen Ein- und Ausgängen, sowie USB- und Ethernet-
Anschlüssen und der mehrkanaligen Spannungsversorgung 5...24 V. Die Datenüber-
tragung erfolgt durch zwei frei wählbare WLAN-Kanäle.g7 . . . g12 Luftlieferanlage bestehend aus zwei Massenstromregelstrecken mit je ei-
nem Dralldurchflussmesser ABB S4000 FS4000, je einer Temperaturmessung mittels
Widerstandsthermometer ENDRESS & HAUSER iTEMP Pt1000 TC, je einer Wand-
druckmessung mittels Absolutdruckaufnehmer AHLTEN AGS4103A. Die Regelung
der Massenströme erfolgt über die Prüfstandssteuerung (mehrere AD-Karten von
NATIONAL INSTRUMENTS und Eigenbauten) und drei elektrisch betriebene Kugel-
ventile STÜBBE C110. Ein Ventil am Bypass des im saugenden Betrieb verwendeten
Gebläses SIEMENS Elmo-G 22, 6 kW (V˙max = 550 m3/h) stellt den Massenstrom
ein. Die beiden anderen Ventile regeln die Aufteilung des Massenstroms auf zwei
Stränge. Zur Überführung dieser beiden Massenströme aus dem rotierenden in das
stehende System wird ein sogenannter Fluidübertrager verwendet. Die Ansaugung
erfolgt durch den Rotor aus der Umgebung.g6 Rotor mit Plenum. Innerhalb des Plenums (siehe Abb. 3.7) befindet sich die Expe-
rimentstreckenaufnahme g2 auf der die jeweiligen Kühlkanalmodelle zur Durchströ-
mung fixiert werden. Diese Aufnahme versorgt die Kanalmodelle mit dem Zufuhr-
massenstrom und ermöglicht es, den Anstellwinkel α zur Rotationsachse ω zu vari-
ieren. Zwei Luftführungen g3 , g4 verbinden das Plenum mit der Luftlieferanlage,
wobei die Luftführung g3 direkt an den Kanalmodellen angeschlossen werden kann.
Die maximal zulässige Drehzahl des Rotors liegt bei 1.500 1/min, welche jedoch aus
Gründen von nicht direkt behebbaren Taumelschwingungen4 auf 500 1/min herab-
gesetzt ist. Detaillierte Informationen zum Rotor des Prüfstandes finden sich in [28].
3.1.7. Magnetic Resonance Velocimetry
Um die Ergebnisse der NSM aussagekräftig zu interpretieren, ist die Kenntnis der
vorliegenden Strömung hilfreich. Für beide hier verwendeten Kühlmethoden wird
das jeweilige Geschwindigkeitsfeld im nicht rotierenden Fall, also im Inertialsystem,
experimentell mittels Magnetic Resonance Velocimetry (MRV) ermittelt. Die MRV
ist in den Ingenieurswissenschaften ein noch relativ unbekanntes Verfahren, um ein
quasistationäres, dreidimensionales Geschwindigkeitsfeld einer beliebigen Strömung
aus Wasserstoffprotonen zu messen. Eine ausführliche Beschreibung dieses Verfahren
ist hier nicht zielführend und übersteigt den Rahmen dieser Arbeit. Diesbezüglich sei
auf [29], [30] und [31] verwiesen. Wissenswert ist an dieser Stelle nur, dass mittels
MRV innerhalb eines geringen Zeitaufwands von zirka 20 Minuten, alle Geschwin-
digkeitskomponenten einer stationären oder periodischen Wasserströmung mittels
eines Magnetresonanztomographen (MRT) bestimmt werden können. In diesem Fall
4Behebbar sind diese durch eine neue Welle-Lager-Konfiguration, welche aus Zeitgründen nicht in den Prüf-
stand eingebaut wurde.
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Abbildung 3.6.: Rotationsprüfstand mit den wesentlichen Komponenten
wird ein Tomograph mit einer magnetischen Flussdichte von B = 3 T verwendet und
die maximal direkt auflösbare Geschwindigkeit wird zu VENC = 5 m/s gesetzt. Die
Abmessung der aufgelösten Volumenelemente beträgt 1 mm× 1 mm× 1 mm. Um das
Magnetfeld nicht zu deformieren, müssen die Bewandung der Strömung sowie alle
weiteren Bauteile in der Nähe der Strömung aus nichtferromagnetischem Material
bestehen. Beide hier untersuchten Kanalströmungen (Zyklon- und Prallkühlkanal)
werden daher durch Kanalmodelle erzeugt, welche aus Polyamid mittels Laser-
Sinter-Verfahren hergestellt sind. Zu deren Durchströmung wird ein geschlossenes
Fluidfördersystem mit Regelung der Reynolds-Zahl eingesetzt. Durch die Verwen-
dung der Reynolds-Zahl als maßgeblicher Ähnlichkeitsparameter wird angenommen,
dass Effekte von örtlich nicht isoviskosem Verhalten vernachlässigbar sind. Sowohl
der Bauraum des Tomographen, der begrenzte Massenstrom des Fluidfördersystems,
die maximal aufgelöste Geschwindigkeit sowie die Kavitationsvermeidung verlangen
eine andere Skalierung der generischen Kanalmodelle. Der Zyklonkühlkanal zur
Strömungsvermessung wurde nicht, wie bei dem Kanalmodell zur Untersuchung des
Stoffübergangs, mit dem Skalierunfsfaktor SF = 10 sondern mit SF = 7, 5 vergrößert.
Beim Prallkühlkanal zur Strömungsvermessung ist der Faktor mit SF = 3, 5 ebenfalls
kleiner als der zur Stoffübergangsmessung mit dem Faktor SF = 7. Für beide Kanäle
sind die entsprechenden Werte in Tab. A.2 und Tab. A.1 daher umzurechnen. Für den
Prallkühlkanal ist anzumerken, dass er nur aus einem Segment mit zwei Bohrungen
pro Reihe besteht und der Winkel der Bohrung A2 bezüglich Wand D auf αA1 = 10 °
verringert wurde.
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Das Fluidfördersystem stellte das CENTER OF SMART INTERFACES der TECHNISCHEN
UNIVERSITÄT DARMSTADT zu Verfügung. Die MRV-Messungen wurden in Zusam-
menarbeit mit dem DEPARTMENT OF RADIOLOGY, MEDICAL PHYSICS der UNIVERSI-
TÄTSKLINIK FREIBURG an einem MRT der UNIVERSITÄTSKLINIK FREIBURG durchge-
führt.
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Abbildung 3.7.: Experimentaufnahme des Rotationsprüfstandes
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3.2. Theoretisches Vorgehen
Ziel der theoretischen Betrachtungen ist es, die analytisch ermittelbare Unsicherheit
der SAM wenn möglich quantitativ abzuschätzen und Unwägbarkeiten aufzuzeigen.
Basis dieser Abschätzung ist das Gleichungssystem der SAM, bei dessen Herleitung
Postulate getroffen werden, die als Bedingungen während der praktischen Umsetzung
der SAM erfüllt werden müssen. Die Abweichungen von den tatsächlich vorliegenden
Bedingungen und den angenommenen liefern die theoretische Unsicherheit der SAM.
Weiterhin wird durch das Gleichungssystem der SAM die eingeschränkte Skalierbar-
keit von Kühlungsströmungen aufgezeigt. Die theoretischen Betrachtungen sind re-
lativ ausführlich dokumentiert, da dem Autor keine Veröffentlichung bekannt ist, die
sich mit dieser Thematik umfassend befasst. Um Lücken in der Theorie auszuschließen
und keines der notwendigen Postulate zu übersehen, was bei einem Zusammensetzen
von Aussagen aus verschiedenen Quellen nicht auszuschließen wäre, wird dieser Auf-
wand unumgänglich.
Anmerkung Die theoretischen Betrachtungen dienen in dieser Arbeit primär der Ge-
nerierung von Erkenntnissen. Das Kap. 4 ist daher als ein Ergebniskapitel anzusehen
und nicht als ein Kapitel zur alleinigen Erläuterung theoretischer Grundlagen. Auf ein
üblicherweise gesondertes Grundlagenkapitel wird verzichtet.
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4. Theoretische Betrachtungen
Die Skalierte Analogie Methode (SAM) basiert auf dem Vergleich zweier, als sich
analog verhaltend postulierter Strömungssysteme, die jedoch unterschiedlichen
Bedingungen unterliegen. Das eine System, im Folgenden Heißgas-System genannt,
besteht aus einem einkomponentigen, strömenden Gas. Dessen Wärmetransport
ist die vorwiegend interessierende Größe. Die Bedingungen, die dieses System
prägen, werden einem Kühlsystem einer technischen Anwendung entnommen. Das
Heißgas-System repräsentiert daher das physikalische Verhalten beispielsweise einer
konvektiven Innenkühlung von Turbinenschaufeln. Das zweite System, im Weiteren
mit Stoff-System bezeichnet, besteht aus einem strömenden, zweikomponentigen, also
binären Gasgemisch. Die vorwiegend interessierende Größe ist dessen Stofftransport.
Alle das System prägenden Bedingungen entstammen einer Skalierung der im
Heißgas-System verwendeten Bedingungen, sowie weiteren, die durch die verwen-
dete Messmethode, die Naphthalin-Sublimations-Methode (NSM), geprägt sind. Das
Stoff-System stellt daher ein Strömungssystem dar, welches sich ähnlich verhält wie
das Heißgas-System, sich jedoch bei bestimmten Bedingungen experimentell leichter
untersuchen lässt. Ziel der SAM ist es, die prägenden Bedingungen des experimentell
zu vermessenden Stoff-Systems so einzustellen, dass dessen Stofftransport sich analog
verhält zum eigentlich interessierenden Wärmetransport des Heißgas-Systems. Dieses
ist allerdings nur dann möglich, wenn auch das Heißgas-System gewissen Bedingun-
gen unterliegt. Ist beides gegeben, so ist die Analogie von Wärme- und Stofftransport
(WSA) erfüllt und lässt sich für ingenieurwissenschaftliche Untersuchungen ausnut-
zen.
4.1. Theorie der SAM
Wie jede experimentelle Methode beruht auch die SAM auf einem physikalischen
Modell, welches durch Gleichungen eindeutig beschrieben wird. Die Gleichungen
der SAM ergeben sich aus den Grundgleichungen des physikalischen Verhaltens
von Strömungssystemen, welche durch 24 Postulate (P. 1 bis P. 24, zusammengefasst
in Kap. 4.1.6) vereinfacht werden. Diese Vereinfachungen stellen die zur Gültigkeit
der WSA notwendigen Bedingungen dar. Sofern sich diese Annahmen mit dem real
vorliegenden Verhalten decken, sind sie gerechtfertigt. Besteht jedoch eine größere
Abweichung oder gar ein Widerspruch zwischen Annahmen und realem Verhalten
der Strömungssysteme, so kann die Aussagefähigkeit der SAM sinken. Derartige
Qualitätseinbußen sind in der Regel nur sehr schwer determinierbar. Allerdings
lassen sich die Auswirkungen von einigen, nicht zutreffenden Annahmen quantitativ
abschätzen und anhand dieser die theoretische Unsicherheit der SAM näherungsweise
bestimmen. Diese Abschätzung ist das Kernziel der theoretischen Betrachtungen.
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4.1.1. Herleitung der Gleichungen der SAM
Das Gleichungssystem der SAM wird in mehreren Schritten aus der Kinetischen Gas-
theorie hergeleitet. Diese Herleitung ist äußerst umfangreich und deren detaillierte
Darlegung nicht zielführend. Sie befindet sich vollständig aber unkommentiert im An-
hang (Anh. B bis Anh. N). Nachfolgend werden nur die wesentlichen Schritte erläutert
und bezüglich des algebraischen Vorgehens wird an entsprechender Stelle auf den je-
weiligen Anhang verwiesen. Zur Übersicht ist die Struktur der Herleitung in Abb. 4.1
als vereinfachtes Schaltbild visualisiert.
1. Schritt Basis für die Herleitung ist die Boltzmann’sche Transportgleichung (BTGl)
Gl. B.1 der Kinetischen Gastheorie. Sie beschreibt den Transport der Größen Masse (M),
Impuls (I) und Energie (E), bedingt durch die Kollisionen und Bewegungen der Teil-
chen innerhalb eines Gases, mittels Gleichungen der nichtrelativistischen Mechanik.
Hierbei wird angenommen, dass sich die Gasteilchen verhalten wie unendlich stei-
fe Kugeln, die kein Wechselwirkungspotenzial besitzen. Diese Vorstellung wird als
Hartkugel-Modell bezeichnet und ist eine vereinfachende Annahme. Aus BTGl und
deren in Anh. C angegebenen Momente folgen dann die voneinander unabhängigen,
allgemeinen Erhaltungsgleichungen (AEGl) der Transportgrößen für ein einkompo-
nentiges Gas zu Gl. D.1 bis Gl. D.3 und für ein mehrkomponentiges Gas als inertes,
dissoziationsbeständiges Gemisch zu Gl. D.4 bis Gl. D.12.
2. Schritt Jeweils für das einkomponentige Gas und das Gemisch werden diese Glei-
chungen zu einem Gleichungssystem Gl. F.18 bis Gl. F.20 und Gl. F.21 bis Gl. F.25 ge-
koppelt, wodurch sich der formale Umfang der Gleichungen reduziert. Die gekoppel-
ten Erhaltungsgleichungen (GEGl) sind daher nur im Verbund des jeweiligen Systems
gültig und müssen alle erfüllt werden. Physikalisch bedeutet die Kopplung, dass nur
ein Teil der jeweiligen Transportgröße bilanziert wird. Die allgemeine Impulserhal-
tungsgleichung (AEGl I) berücksichtigt noch jede Impulsform, also den Massenfluss-
impuls und die Kraftänderung. Durch die Kopplung mit der allgemeinen Massener-
haltungsgleichung (AEGl M) entfällt jedoch die Änderung des Impulsflusses durch
eine Änderung des Massenstroms. Die gekoppelte Impulserhaltungsgleichung (GEGl
I) bilanziert daher nur die Kraftänderungen und kann somit auch als Bewegungsglei-
chung bezeichnet werden. Ebenso entfällt aus der Energieerhaltungsgleichung die Än-
derung der Energie aufgrund von Impulsflussänderungen, also die makroskopisch ki-
netische Energie. Die gekoppelte Erhaltungsgleichung der Energie (GEGl E) ist daher
nur eine Bilanzgleichung für die innere Energie.
3. Schritt Eine weitere Reduktion des formalen Umfangs der Gleichungen wird
durch die in Anh. G angegebene Umformung mittels des materiellen Differentials
nach Gl. G.1 erreicht. In dieser Form enthalten die Gleichungen noch Größen, wie
die Diffusionsgeschwindigkeit, die durch Materialgesetze in makroskopisch erfass-
bare Variablen, wie die Konzentration und den Diffusionskoeffizienten überführt
werden müssen. Diese Materialgesetze sind heuristische Abbildungen und stellen
beträchtliche Vereinfachungen der Gleichungen dar. Um sie nicht unbegründet zu
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Abbildung 4.1.: Herleitungsstruktur der Gleichungen der SAM
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lassen, werden die Materialgleichungen und deren Bedingungen (P. 2 bis P. 8 und
P. 18 bis P. 22) in Anh. H aus allgemeinen Ansätzen hergeleitet und näher beschrieben.
Wesentlich für die theoretische Unsicherheit der SAM sind nur die Ergebnisse dieser
Herleitungen, die Materialgleichungen und die Postulate beziehungsweise Bedingun-
gen. Sie werden in Kap. 4.1.2 angegeben. Durch Einsetzen der Materialgleichungen
in die gekoppelten Erhaltungsgleichungen ergeben sich die speziellen Erhaltungs-
gleichungen (SEGl), drei für das einkomponentige Gas Gl. I.1 bis Gl. I.3 und vier
für das nun zweikomponentige Gl. I.4 bis Gl. I.7. Sie enthalten nur makroskopisch
beschreibbare Größen und genügen folglich den Bedingungen der heuristischen
Kontinuumstheorie. Die Massen- und Impulserhaltungsgleichungen (SEGl M, I)
entsprechen daher den Navier-Stokes-Gleichungen sofern in diesen die Materialkoef-
fizienten als Funktionen der Zustandsgrößen angenommen werden. Weiterhin ließen
sich die Erhaltungsgleichungen der inneren Energie (SEGl E) auch aus dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik heuristisch ableiten, im Falle des einkomponentigen
Gases für geschlossene Systeme und im Falle des zweikomponentigen Gases für
offene Systeme. Auch die Massenerhaltungsgleichung einer der Komponenten des
binären Gasgemisches (SEGl M1,2) ließe sich heuristisch postulieren. Allerdings
werden nur durch die Herleitung aus der Kinetischen Gastheorie alle notwendigen
Annahmen und Einschränkungen identifiziert. Beispielsweise folgt aus der Kineti-
schen Gastheorie automatisch, dass die dynamische Viskosität eines Gases eine bei
der SAM ungewollte Temperaturabhängigkeit besitzt (P. 13), welche sich ferner mit
gaskinetischen Modellen bestimmen lässt. Die Kontinuumstheorie kann hierzu keine
Aussage treffen.
4. Schritt Die speziellen Erhaltungsgleichungen, mit den Ausnahmen der Massen-
und Energieerhaltungsgleichung des einkomponentigen Gases, entsprechen den Glei-
chungen der SAM. Um die angestrebte WSA zu erfüllen, müssen zwei physikalische
Mechanismen zur Änderung der inneren Energie des einkomponentigen Gases aus-
geschlossen werden. Gegenüber der Wärmeleitung darf die Dissipation und die Volu-
menänderungsarbeit, also auch die Geschwindigkeitsdivergenz nur einen sehr gerin-
gen Einfluss haben. Beides wird bei der SAM postuliert (P. 15, P. 16) und die entspre-
chenden Terme in der sepziellen Erhaltungsgleichung der inneren Energie des ein-
komponentigen Gases Gl. I.3 werden vernachlässigt. Dieses Vorgehen wird in Anh. J
dargelegt. Es ensteht die Energieerhaltungsgleichung des Heißgas-Systems (SAM E).
Diese entspricht formal der Massenerhaltungsgleichung einer Komponente des Stoff-
Systems (SAM Mn) und die WSA ist damit erfüllt. Die angenommene Divergenz-
freiheit des Geschwindigkeitsfeldes des einkomponentigen Gases ist trivial gegeben,
wenn dieses inkompressibel ist. Als Folge vereinfacht sich die spezielle Erhaltungs-
gleichung der Masse Gl. I.1 des kompressiblen, einkomponentigen Gases zur Erhal-
tungsgleichung der Masse der SAM (SAM M) Gl. J.7, welche für das inkompressible
Gas des Heißgas-Systems gültig ist.
5. Schritt Die in Kap. 4.1.3 angegebenen Gleichungen der SAM Gl. 4.14 bis Gl. 4.17
und Gl. 4.18 bis Gl. 4.21 beinhalten Materialkoeffizienten, deren Abhängigkeiten von
den Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p und im Falle des Stoff-Systems auch vom
4.1. THEORIE DER SAM 35
Massenanteil ξa, im Heißgas- und im Stoff-System unterschiedlich sind. Weiterhin
sind das Niveau und die räumliche Verteilung der Zustandgrößen in beiden Systemen
verschieden. Daher lassen die Gleichungen der SAM formuliert in absoluten Variablen
keinen direkten Vergleich von Heißgas- und Stoff-System zu. Um dieses zu erreichen
müssten die Gleichungen so transformiert werden, dass die räumliche Verteilung der
jeweiligen Materialkoeffizienten im Heißgas- und Stoff-System identisch sind. Hierzu
ist die Kenntnis der Temperatur-, Druck- und Konzentrationsfelder des expliziten
Falls notwendig. Allgemein lässt sich nur eine vereinfachte Transformation durch-
führen und anhand dieser die Vergleichbarkeit näherungsweise herstellen. Bei der
Transformation werden alle Materialkoeffizienten konstant gesetzt und alle Variablen
und deren differentiellen Terme durch maßgebende, als charakteristisch bezeichnete
Größen entdimensioniert. Es entstehen die dimensionslosen Gleichungen der SAM
(SAM diml.) Gl. 4.41 bis Gl. 4.44 und Gl. 4.45 bis Gl. 4.48.
Das Ziel der SAM, der analoge Transport von Wärme im Heißgas-System und von
Stoff im Stoff-System kann nur erreicht werden werden, wenn die jeweiligen Koef-
fizienten dieser Gleichungen im Heißgas- und Stoff-System identische Werte anneh-
men. Erst dann verhalten sich beide Systeme ähnlich und ein Vergleich ist gerecht-
fertig. Bei der Anwendung der SAM müssen daher die physikalischen Bedingungen,
wie beispielsweise die Temperatur, entsprechend eingestellt werden. Allerdings unter-
liegt der Transport von innerer Energie im Heißgas-System anderen und wenigeren
physikalischen Mechanismen als im Stoff-System. Es existieren daher in beiden Sys-
temen unterschiedliche Koeffizienten wodurch die Ähnlichkeit gefährdet ist. Die di-
mensionslosen Gleichungen ermöglichen es jedoch, diese Abweichungen abzuschät-
zen und Rückschlüsse zur Ungenauigkeit der SAM zu ziehen. Ebenso schließt diese
Abschätzung das Zutreffen der Vereinfachungen mit ein, welche im 4. Schritt der Her-
leitung notwendig sind. Die Abschätzung wird im Detail in Kap. 4.2 beschrieben und
deren Ergebnisse werden diskutiert. Auch wenn die dimensionslose Erhaltungsglei-
chung des Impulses, also die Bewegungsgleichung, trotz der Vereinfachungen als gül-
tig angesehen wird, zeigt die in Kap. 4.3 diskutierte Skalierbarkeit, dass Strömungen in
rotierenden Systemen nur sehr eingeschränkt vergleichbar sind. Die entdimensionie-
rende Transformation, im Weiteren auch als Entdimensionierung bezeichnet, ist daher
eine essentielle Grundlage zur Bestimmung der Ungenauigkeit der SAM und wird in
Kap. 4.1.4 ausfürlich erläutert.
4.1.2. Verwendete Materialgleichungen
Die gekoppelten Erhaltungsgleichungen (GEGl) werden im 3. Schritt der Herleitung
in die speziellen Erhaltungsgleichungen (SEGl) überführt und beinhalten dann aus-
schließlich makroskopische Variablen. Verwendet werden dazu aus heuristischen An-
sätzen abgeleitete Materialgleichungen, welche nur bei bestimmten Bedingungen gül-
tig sind. Gleichungen und Bedingungen werden in Anh. H hergeleitet und erläutert.
Zur Bestimmung der theoretischen Unsicherheit der SAM reicht das Ergebnis dieser
Herleitung, also die Materialgleichungen und deren Bedingungen aus. Sie werden im
Folgenden angegeben und zur späteren Bezugnahme als Postulat P.x gekennzeichnet.
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Abbildung der Spannungen durch Deformationen
Die Normalspannungen p˜ in den gekoppelten Erhaltungsgleichungen von Impuls und
Energie werden durch Gl. 4.1 abgebildet als thermodynamischer Druck p, welcher im
Folgenden auch schlicht als Druck bezeichnet wird. Weiterhin werden die Schubspan-
nungen τˆij mit Gl. 4.2 als Reibspannungen angenommen. Der Materialkoeffizient η
wird als dynamische Viskosität bezeichnet und ist eine Funktion der Zustandsgrößen
Temperatur T, Druck p und im Stoff-System auch des Massenanteils ξs. Das treibende
Potenzial bilden räumliche Geschwindigkeitsänderungen wie die Divergenz ∂wk/∂xk.
p˜ = p (4.1)
τˆij = η(T, ξs, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
(4.2)
Bedingungen Die Materialgleichungen für Normal- und Schubspannung sind gültig
für Gase und Gasgemische, die sich nach dem isotropen Hooke’schen Gesetz verhalten
P. 3, sofern die Drehimpulserhaltung P. 2 sowie die Stokes’sche Hyphothese Gl. H.9 P. 4
erfüllt sind.
Abbildung der inneren Energie durch die Temperatur
Die innere Energie us einer Gaskomponente beziehungsweise u des Gemisches und
des einkomponentigen Gases werden abgebildet durch die kalorischen Zustandsglei-
chungen Gl. 4.3 und Gl. 4.4. Der Materialkoeffizient ist die spezifische isochore Wär-
mekapazität cv. Ist diese von der Temperatur unabhängig, wird Zustandsänderung als
kalorisch ideal bezeichnet. Es wird angenommen, dass sich diese im Falle des Gasge-
misches aus den einzelnen, spezifischen isochoren Wärmekapazitäten der Komponen-
ten cv,s durch Wichtung über die Teilchenmassen der Gaskomponenten gemäß Gl. 4.6
bestimmen lässt. Sie ist eine Funktion der Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p und
im Stoff-System auch des Massenanteils ξs. Die Temperatur T stellt das Potenzial der
inneren Energie dar.
us(T, ρs) = u
re f
s +
∫ T
Tre f
cre fv,s (T, ρs)dT
≡ cv,s(ρs)T ∀ cre fv,s 6= cre fv,s (T) (4.3)
u(T, ρs, ξs) = u
re f
s,ξs
+
∫ T
Tre f
cre fv (T, ρs, ξs)dT
≡ cv(ρs, ξs)T ∀ cre fv 6= cre fv (T) (4.4)
u(T, ρs, ξs) =
m
∑
s=1
(usξs) (4.5)
cv(T, ρs, ξs) =
m
∑
s=1
(cv,s(T, ρs)ξs) (4.6)
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Bedingungen Die kalorische Zustandsgleichung des Gasgemisches ist gültig, sofern
alle Komponenten des Gases als kalorisch ideales Gas angesehen werden können P. 8.
Weiterhin müssen zur Bestimmung der spezifischen isochoren Wärmekapazität des
Gemisches mittels Wichtung der Massenanteile die Van der Waals-Durchmesser aller
Teilchen hinreichend ähnlich sein P. 17.
Kopplung von Temperatur, Druck und Massendichte
Die Zustandsgrößen Temperatur T und Druck p werden durch die Zustandsgleichun-
gen Gl. 4.7 und Gl. 4.9 mit der Zustandsgröße Massendichte ρs einer Gaskomponente
beziehungsweise ρ des Gemisches und des einkomponentigen Gases abgebildet. Das
Gas wird dann als thermisch ideal bezeichnet. Die Materialkoeffizienten sind jeweils
die spezifische Gaskonstante Rs beziehungsweise R. Der Druck des Gemisches p wird
durch das Gesetz von Dalton Gl. 4.8 als Linearkombination der partiellen Drücke der
Komponeneten ps abgebildet.
ps = ρsTRs = nsTR˜ (4.7)
p =
m
∑
s=1
ps (4.8)
p =
m
∑
s=1
ps =
m
∑
s=1
(ρsRs) T = ρ(ξs)R(ξs)T
∀ R(ξs) = 1M
m
∑
s
Rs Ms =
m
∑
s
Rsξs (4.9)
ξs =
ms Ns
m
∑
s=1
(ms Ns)
=
ρs
ρ
(4.10)
Bedingungen Die thermische Zustandsgleichung des Gasgemisches ist gültig P. 7, so-
fern alle Komponenten des Gases als thermisch ideales Gas angesehen werden können.
Weiterhin muss der Druck des Gemisches der Summe der Partialdrücke der Kompo-
nenten entsprechen P. 5.
Abbildung des Wärmestroms durch die Temperatur
Die Wärmestromdichte q˙i wird abgebildet durch die Fourier’sche Wärmediffusions-
gleichung Gl. 4.11. Der Materialkoeffizient ist die Wärmeleitfähigkeit λ. Sie ist eine
Funktion der Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p und im Stoff-System auch
des Massenanteils ξs. Das treibende Potential wird durch den Temperaturgradienten
∂T/∂xi dargestellt.
q˙i = −λ(T, p, ξs, ...) ∂T∂xi (4.11)
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Bedingungen Die Wärmeleitung muss nach dem Fourier’schen Ansatz P. 6 mit iso-
troper Wärmeleitfähigkeit, die jedoch von Temperatur T, Druck p oder Massenanteil
ξs abhängen kann, erfolgen.
Abbildung der Diﬀusionsgeschwindigkeit durch Massenanteil
Der Diffusionsmassenstrom j∗ab,xw der Gaskomponente a in Gaskomponente b eines bi-
nären Gemisches wird abgebildet durch die Fick’sche Stoffdiffusionsgleichung Gl. 4.12
für äquimolare, eindimensionale Teilchenleitung. Der Materialkoeffizient ist der Dif-
fusionskoeffizient D. Er ist eine Funktion der Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p
und des Massenanteils ξa beziehungsweise des Molanteils xa. Das treibende Potenti-
al wird durch den Massenanteilsgradienten ∂ξa/∂xw beziehungsweise Molgradienten
∂xa/∂xw dargestellt.
j∗ab,xw = −ρDxw (T, xa, ...)
dxa
dxw
= ρDxw (T, xa, ...)
dxb
dxw
= −j∗ba,xw (4.12)
xa ≡ ξa ∀ ma = mb (4.13)
Bedingungen Die Stoffleitung erfolgt nach dem Fick’schen Ansatz als eindimensiona-
le, äquimolare Diffusion. Hierzu müssen die Teilchen der Komponenten gleiche Mas-
sen ms besitzen P. 18, um die Druckdiffusion ausschließen zu können oder es muss ein
isobares Feld vorliegen P. 19. Weiterhin dürfen auf alle Komponenten nur die gleichen
Feldkräfte wirken, um die Feldkraftdiffusion ausschließen zu können P. 22. Ebenso
muss das Strömungssystem entweder isotherm sein oder Thermodiffusionskoeffizien-
ten aufweisen, die hinreichend klein sind, um die Thermodiffusion vernachlässigen zu
können P. 21.
4.1.3. Gleichungen der SAM in absoluten Variablen
Durch die im 4. Schritt der Herleitung notwendigen Vereinfachungen der speziellen
Erhaltungsgleichungen der inneren Energie (SEGl E) ergeben sich die Erhaltungsglei-
chungen des Heißgas-Systems zu Gl. 4.14 bis Gl. 4.17. Die Erhaltungsgleichungen
des Stoff-Systems bleiben unverändert die speziellen Erhaltungsgleichungen des
zweikomponentigen Gases Gl. 4.18 bis Gl. 4.21.
Bedingungen Die Gleichungen des Heißgas-Systems der SAM Gl. 4.14 bis Gl. 4.17
sind gültig, wenn das Fluid des Heißgas-Systems divergenzfrei P. 16 und daraus fol-
gernd auch inkompressibel P. 12 ist. Weiterhin muss die Wärmeleitung wesentlich grö-
ßer sein als die Dissipation P. 15.
4.1.4. Gleichungen der SAM in dimensionslosen Variablen
Ziel des 5. Schritts der Herleitung ist es, dimensionslose Erhaltungsgleichungen der
SAM zu gewinnen, deren Variablen und differentiellen Ausdrücke in der Größen-
ordnung von Eins O () = 1 liegen. Allein die Koeffizienten der Gleichungen sind
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Heißgas-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (4.14)
∂wi
∂xi
!→ 0 (4.15)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(η(T, p, ...))
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
+η(T, p, ...)
∂2wj
∂x2i
− ∂p
∂xj
+ kjρ (4.16)
Energie
ρ
D
Dt
(cv,s(ρs)T) =
∂
∂xi
(
λ(T, p, ...)
∂T
∂xi
)
(4.17)
Stoff-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 mit ρ = ρa + ρb (4.18)
Massen
ρ
Dξa
Dt
=
∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξa, ...)
dξa
dxw
)
= − ∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξb, ...)
dξb
dxw
)
(4.19)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
η(T, p, ξa, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
])
− ∂p
∂xj
+ kjρ (4.20)
Energie
ρ
D
Dt
(cv(ρs, ξs)T) =
[
cv,aTa − cv,bTb
] ∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξa, ...)
dξa
dxw
)
︸ ︷︷ ︸
molarer Transport
+η(T, p, ξa, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
∂wj
∂xi
−p ∂wi
∂xi
+
∂
∂xi
(
λ(T, p, ξa, ...)
∂T
∂xi
)
(4.21)
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dann maßgebend. Über sie wird dann in Kap. 4.2 abgeschätzt, welcher physikalischer
Mechanismus im Heißgas- und Stoff-System relevant ist für den Erhalt von Masse,
Impuls und Energie. Auf Basis dieser Abschätzung wird anschließend das Zutreffen
einiger Postulate und die Vergleichbarkeit beider Systeme diskutiert.
4.1.5. Entdimensionierung der Gleichungen der SAM
Mit den bereits getroffenen Annahmen ist die Grundlage der WSA Gl. 4.22 erfüllt. Die
Energieerhaltungsgleichung des Heißgas-Systems Gl. 4.17 ist in der gleichen Form wie
die Massenerhaltungsgleichung einer Komponente des Stoff-Systems Gl. 4.19.
DG
Dt
=
∂
∂xi
(
K(s, xi)
∂s
∂xi
)
(4.22)
Allerdings gilt diese nur, solange die räumliche Verteilung des Gradienten vom Pro-
dukt aus Diffusionskoeffizient und Massendichte mit der räumlichen Verteilung des
Gradienten der Wärmeleitfähigkeit übereinstimmt Gl. 4.23.
∂
∂xi
(D ρ) ≡ ∂λ
∂xi
(4.23)
Die Erhaltungsgleichungen der Masse von Heißgas- und Stoff-System allerdings ent-
sprechen sich nicht. Das Heißgas-System muss im Gegensatz zum Stoff-System di-
vergenzfrei und damit inkompressibel sein. Weiterhin unterscheiden sich zwischen
Heißgas- und Stoff-System die Erhaltungsgleichungen der inneren Energie. Beides be-
einflusst die WSA indirekt, da im Heißgas- und Stoff-System unterschiedliche, zeit-
abhängige Felder der Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p und im Falle des Stoff-
Systems auch des Massenanteils ξa vorliegen können. Die Koeffizienten der Materi-
algleichungen, wie die dynamische Viskosität η, der Diffusionskoeffizient D und die
Wärmeleitfähigkeit λ sind Funktionen dieser Zustandsgrößen. Als Folge können sich
die räumlichen und zeitlichen Verteilungen der Koeffizienten im expliziten Heißgas-
System unterscheiden von denen im Stoff-System. Daher kann die WSA formal vorlie-
gen, das explizite Verhalten des Heißgas- und des Stoff-Systems ist aber nicht zwangs-
läufig gleich. Das Ziel der SAM, im Stoff- und Heißgas-System dieselben Strömungsei-
genschaften zu generieren, um Erkenntnisse übertragen zu können, ist dann nicht er-
reicht. Hierzu müssen, neben den jeweiligen Impulserhaltungsgleichungen auch die je-
weiligen Energieerhaltungen auf identischen Mechanismen beruhen. Das Stoff-System
ist im Gegensatz zum Heißgas-System aber nicht dissipationsfrei und enthält wei-
terhin den molaren Transport für Energie. Beide Eigenschaften sind zudem räumlich
und zeitlich variabel. Um die Vergleichbarkeit zu erfüllen, müssen sie einen vernach-
lässigbar kleinen Einfluss haben, was nicht a priori postuliert werden kann, für die
SAM jedoch notwendig ist. Eine Abschätzung der Vergleichbarkeit lässt sich aller-
dings durch die Betrachtung der Koeffizienten der entdimensionierten Gleichungen
der SAM durchführen. Es handelt sich dabei nur um eine Abschätzung, da die Abhän-
gigkeiten der Koeffizienten von den räumlich und zeitlich variablen Zustandsgrößen
4.1. THEORIE DER SAM 41
vernachlässigt werden, wodurch Gl. 4.24 P. 13, P. 14, P. 20 und Gl. 4.25 gelten. Weiterhin
verlangt die Konstanz der Massendichte Gl. 4.25 bei der sich ergebenden Inkompressi-
bilität Gl. J.3 im Heißgas-System, dass dieses zeitlich unveränderlich, also stationär ist
Gl. 4.26 P. 10. Um die Vergleichbarkeit zu ermöglichen, muss das Stoff-System daher
auch zeitinvariant sein.
∂Dxw
!
= ∂η
!
= ∂λ
!
= 0 (4.24)
∂ρ
!
= 0 (4.25)
⇒ ∂ρ
∂t
= 0 (4.26)
Die Entdimensionierung der Gleichungen der SAM stellt eine Transformation dar, die
die dimensionsbehafteten Variablen durch dimensionslose substituiert. Es entstehen
neue Koeffizienten, die sogenannten dimensionslosen Kennzahlen. Die dimensions-
lose Form der Gleichungen ist vorteilhaft, da die Vergleichbarkeit zweier expliziter
Strömungssysteme gegeben ist, wenn die auftretenden dimensionslosen Kennzahlen
gleiche Werte haben. Gleichgroße Kennzahlen sind daher die Bedingungen zur
Vergleichbarkeit expliziter Systeme. Weiterhin können Terme der Gleichungen, also
physikalische Mechanismen, vernachlässigt werden, wenn deren Koeffizienten deut-
lich kleiner sind als die restlichen.
Durch die getroffenen Vereinfachungen von inkompressiblem und isoviskosem Ver-
halten existiert nur noch eine Variable, die Massenkraft kj, deren räumliche Verteilung
zur Transformation bekannt sein muss. Daher hängt die Vergleichbarkeit der Systeme
unmittelbar mit der Massenkraftverteilung zusammen. Zwei Grenzfälle der Massen-
kraft treten üblicherweise bei technischen Strömungen auf.
In einem Fall, nachfolgend GF I genannt, wirkt nur die konstant gesetzte Gravitation.
Im anderen Fall, im Weiteren als GF II bezeichnet, wird die Gravitation vernachlässigt
gegenüber den räumlich variablen Scheinkräften, wie die Zentrifugal- und Coriolis-
Kraft bei stationär rotierenden, unbeschleunigten Systemen. Beide Fälle sind bei der
Untersuchung von Innenkühlungen von Turbinenschaufeln relevant. Grenzfall I re-
präsentiert das Strömungsverhalten in Kühlkanälen nicht drehender Turbinenschau-
feln, zum Beispiel den Statorschaufeln. Der Grenzfall II gibt das Strömungsverhalten
in Kühlkanälen von drehenden Turbinenschaufeln wieder. Er ist daher relevant für
die Kühlung von Turbinenrotorschaufeln. In beiden Fällen entstehen unterschiedli-
che, dimensionslose Kennzahlen und damit auch unterschiedliche Bedingungen zur
Vergleichbarkeit, wodurch die Grenzfälle I und II gegenseitig nur dann ähnlich sind,
wenn die Massenkraft und die Scheinkräfte vernachlässigt werden können. Dahinge-
gen müssen zur Vergleichbarkeit von zwei expliziten Systemen des gleichen Grenzfalls
nur die Kennzahlen von gleicher Größe sein. Um die Vergleichbarkeit von Heißgas-
und Stoff-System im jeweiligen Grenzfall abschätzen zu können, werden die Glei-
chungen der SAM für beide Grenzfälle getrennt spezifiziert und entdimensioniert.
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Entdimensionierung der Gleichungen der SAM - Grenzfall I
Für eine Strömung von hinreichend geringer Ausdehnung, beschrieben in inertialen
Koordinaten, also ein stehendes System, ist die Massenkraft räumlich konstant und
gleich der Gravitationsfeldkonstante g. In diesem Fall führt die Entdimensionierung
der Massenkraft zu einer dimensionslosen Kennzahl, der Froude-Zahl Fr Gl. 4.39.
Die Grundschritte der entdimensionierenden Transformation werden nachstehend
kurz aufgezeigt. Zur Transformation mit dimensionslosen Größen werden folgende
Substitutionen verwendet:
wi → w · wchar (4.27)
xi → xi · Lchar (4.28)
t → t · Lchar
wchar
(4.29)
ξa → ξa · ∆ξa (4.30)
ρa = ρ ξa → ξa · ρ∆ξa (4.31)
p → p · ρgLchar (4.32)
T → T · ∆T + Tre f (4.33)
sowie zur formalen Vereinfachung:
cv,aTa − cv,bTb → ∆uab (4.34)
Weiterhin werden die noch dimensionsbehafteten und teilweise als charakteristisch
bezeichneten Größen durch die dimensionslosen Kennzahlen Gl. 4.35 bis Gl. 4.40
substituiert, wobei die spezifische isobare Wärmekapazität cp durch den Isentropen-
exponenten κ (siehe Gl. H.20) und der spezifischen isochoren Wärmekapazität cv
ersetzt wird.
Re =
ρwchar Lchar
η
(4.35)
Sc =
η
D ρ
(4.36)
Pr =
η cp
λ
=
η κ cv
λ
(4.37)
Ec =
w2char
cp ∆T
=
w2char
κ cv ∆T
(4.38)
Fr =
wchar√
g Lchar
(4.39)
KI =
∆ξa ∆uab
∆T cv
(4.40)
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Die bei der Transformation auftretenden Größen haben folgende Bedeutungen:
w dimlos. Geschwindigkeit
xi dimlos. Raumkoordinate
t dimlos. Zeit
ξa dimlos. Massenanteil
p dimlos. Druck
T dimlos. Temperatur
wchar char. Geschwindigkeit
Lchar char. Länge
∆ξa char. Massenanteilsdifferenz
∆T char. Temperaturdifferenz
∆uab Netto mol. Energiestranport
Re Reynolds-Zahl
Sc Schmidt-Zahl
Pr Prandtl-Zahl
Ec Eckert-Zahl
Fr Froude-Zahl
KI Rel. mol. Energietransport
Durch die entdimensionierende Transformation nehmen die Gleichungen der SAM die
dimensionslose Form Gl. 4.41 bis Gl. 4.48 an.
Bedingungen Die entdimensionierten Gleichungen der SAM für den Grenzfall I sind
gültig, wenn im jeweiligen System die Massendichte räumlich und zeitlich konstant
ist P. 10. Weiterhin dürfen die Viskosität P. 13 und die Wärmeleitfähigkeit P. 14 im
jeweiligen System nicht räumlich variieren. Der Diffusionskoeffizient im Stoff-System
muss ebenfalls räumlich konstant sein P. 20.
Entdimensionierung der Gleichungen der SAM - Grenzfall II
Für die Beschreibung einer Strömung in relativen Koordinaten eines bewegten Sys-
tems treten weitere Terme in der gekoppelten Impulserhaltungsgleichung im Vergleich
zum inertialen System auf (vergleiche Gl. 4.52 und Gl. 4.20). Diese sind die Führungs-
kraft Gl. 4.49, die Coriolis-Kraft Gl. 4.50 und die Zentrifugalkraft Gl. 4.51. Üblicher-
weise werde sie als Scheinkräfte bezeichnet. In den gekoppelten Massen- und Ener-
gieerhaltungsgleichungen kommen diese Scheinkräfte nicht vor und lassen die Glei-
chungen unbeeinflusst1. Daher ist die Transformation von Massen- und Energieerhal-
tungsgleichung ein einfaches Ersetzen der bisherigen, inertialen Raumkoordinaten xi
in relative x′i , sowie die inertialen Geschwindigkeiten wi in relative ui. Die etwas auf-
wändigere Transformation der Impulserhaltungsgleichung hingegen wird in Anh. L
gezeigt und führt auf Gl. 4.522. Hierin zeigt |R an, dass die Gleichung in Größen des
Relativsystems ausgedrückt ist.
−ρ~a : Führungskraft (4.49)
−ρ 2~ω× ~u : Coriolis-Kraft (4.50)
−ρ ~ω× (~ω×~x) : Zentrifugalkraft (4.51)
1Dahingegen treten diese Scheinkräfte bei den allgemeinen Erhaltungsgleichungen sehr wohl auf.
2Die vektorielle Schreibweise ist aus formalen Gründen gewählt worden.
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Heißgas-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (4.41)
∂wi
∂xi
!→ 0 (4.42)
Impuls
Dwj
Dt
=
1
Re
∂2wj
∂x2i
+
1
Fr2
[
1− ∂p
∂xj
]
(4.43)
Energie
DT
Dt
=
κ
Re Pr
∂2T
∂x2i
(4.44)
Stoff-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (4.45)
Massen
Dξa
Dxi
=
1
Re Sc
d2ξa
dx2w
(4.46)
Impuls
Dwj
Dt
=
1
Re
∂2wj
∂x2i
+
1
Fr2
[
1− ∂p
∂xj
]
(4.47)
Energie
DT
Dt
=
KI
Re Sc
d2ξa
dx2w
+
κ Ec
Re
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
∂wj
∂xi
+
κ
Re Pr
∂2T
∂x2i
(4.48)
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D~u
Dt
∣∣∣∣
R
= ~k−~a− 2~ω× ~u− ~ω× (~ω×~x)− d~ω
dt
×~x + η
ρ
∆~u− 1
ρ
∇p (4.52)
entspricht Gl. L.10
Im Falle einer stationären Drehung um beliebig viele Achsen ~ω (Gl. 4.53) und bei ver-
nachlässigbaren Massenkräften ki und Translationsbeschleunigung ~a (Gl. 4.54), redu-
zieren sich die Terme auf die Zentrifugal- und die Coriolis-Kraft sowie die Spannun-
gen. Die Impulserhaltungsgleichung nimmt dann die Form Gl. 4.55 an.
Stationäre Rotation: d~ω → 0 (4.53)
Dominanz Scheinkräfte:
∣∣∣~k−~a∣∣∣ |2~ω× ~u + ~ω× (~ω×~x)| (4.54)
⇒ D~u
Dt
∣∣∣∣
R
= −2~ω× ~u− ~ω× (~ω×~x) + η
ρ
∆~u− 1
ρ
∇p (4.55)
Weiterhin ist bei vielen technischen Systemen, wie auch bei Turbomaschinen, die
Drehung eindimensional. Das System rotiert nur um eine Achse. Es ist daher zur
Entdimensionierung sinnvoll, die Impulserhaltungsgleichung für jede Raumrichtung
als getrennte Gleichung aufzustellen.
~ω ‖ ~z
~x ⊥ {~y ∧ ~ω}
~y ⊥ ~ω
~u = (u, v, w)T
~ω = (0, 0, ω)T
~x = (x, y, z)T
(4.56)
Mit der Koordinatendefinition Gl. 4.56 (siehe auch Abb. 4.2a) folgt dann das Dreiglei-
chungssystem der Impulserhaltung Gl. 4.57 für den GF II. Die dazu verwendeten alge-
braischen Schritte finden sich in Anh. M.
x-Richtung:
Du
Dt
∣∣∣∣
R
= +2ωv +ω2x +
η
ρ
∆u− 1
ρ
∇p
y-Richtung:
Dv
Dt
∣∣∣∣
R
= −2ωu +ω2y + η
ρ
∆v− 1
ρ
∇p
z-Richtung:
Dw
Dt
∣∣∣∣
R
=
η
ρ
∆w− 1
ρ
∇p
(4.57)
Fällt der Koordinatenursprung mit der Drehachse zusammen, so führt die Entdimen-
sionierung der Impulserhaltungsgleichung zu zwei dimensionslosen Kennzahlen, der
Reynolds-Zahl Re Gl. 4.35 sowie der Rotationszahl Ro Gl. 4.58. Die Froude-Zahl ent-
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
y
x
z
y0
(a) Koordinatendefinition bei Grenzfall II

y
y '
y0
x0
x 'x
(b) Trennung der Koordinaten
Abbildung 4.2.: Definitionen der Koordinaten
fällt, da die Massenkräfte der Gravitation vernachlässigt wurden.
Ro =
ω2Lchar
ωwchar
: Rotationszahl (4.58)
Es ist jedoch oft technisch notwendig und gewollt, dass die Strömung in einem exzen-
trischen Koordinatensystem beschrieben wird. Dieses ist unter anderem der Fall, wenn
ein Vergleich der Strömungen durch eine Kanalgeometrie konstanter Größe, die bei
unterschiedlichen Drehradien platziert wird, durchgeführt werden soll. Weiterhin ist
die Notwendigkeit eines exzentrischen Koordinatensystems gegeben, wenn sich Strö-
mungen durch eine Geometrie bei unterschiedlichen Größen aber gleichen Drehradi-
en identisch verhalten sollen. Daher benötigt auch die Vergleichbarkeit von Strömun-
gen durch unterschiedlich große Kanalgeometrien und gleichzeitig unterschiedlichen
Drehradien zwingend exzentrische Koordinaten. In all diesen Fällen liegt also eine geo-
metrische Skalierung vor. Bei der experimentellen Umsetzung der SAM ist diese Ska-
lierung fast immer gegeben, da für die NSM eine Vergrößerung der Kanalgeometrie im
Vergleich zur technischen Anwendung oft unumgänglich ist. Die Transformation der
Impulserhaltungsgleichung in ein exzentrisches Koordinatensystem erfolgt durch die
Trennung in Inertial- und Relativkoordinaten gemäß Gl. 4.59 (siehe auch Abb. 4.2b).
Diese Vorgehensweise ermöglicht die Drehradien x0, y0 getrennt vom Strömungska-
nal x′, y′, z′ zu skalieren.
x → x0 + x′ y → y0 + y′ z → z′ (4.59)
Die Grundschritte der entdimensionierenden Transformation werden nachstehend
aufgezeigt. Das genaue Vorgehen ist in Anh. N angegeben. Zur entdimensionierenden
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Transformaiton werden die folgenden Größen verwendet:
x′ → x′Lchar (4.60)
y′ → y′Lchar (4.61)
z′ → z′Lchar (4.62)
u → uuchar (4.63)
v → vuchar (4.64)
w → wuchar (4.65)
x0 → x0Lchar (4.66)
y0 → y0Lchar (4.67)
p → p · ρω2L2char (4.68)
t → t · Lchar
uchar
(4.69)
Die dann noch dimensionsbehafteten und teilweise charakteristischen Größen werden
durch vier dimensionslose Kennzahlen Gl. 4.70 bis Gl. 4.73 und je zwei dimensionslose
Geschwindigkeiten u, v und dimensionslose Raumkoordinaten x′, y′ substituiert.
Rex =
ucharρ0Lchar
η0
(4.70)
Rox =
ωLchar
uchar
(4.71)
Rox0 =
ωx0
uchar
(4.72)
Roy0 =
ωy0
uchar
(4.73)
Neben den bereits in Kap. 4.1.5 benannten Größen, haben die in dieser Transformation
zusätzlich auftretenden Größen folgende Bedeutung:
u, v, w dimlos. Relativgeschwindigkeiten in x-, y-, z-Richtung
x′, y′, z′ dimlos. Raumkoordinaten des Relativsystems
uchar char. Relativgeschwindigkeit
Rex Reynolds-Zahl mit charakteristischer Länge
Rox Rotationszahl mit charakteristischer Länge
Rox0 Rotationszahl mit Exzentrizität in x-Richtung
Roy0 Rotationszahl mit Exzentrizität in y-Richtung
Das dimensionslose Dreigleichungssystem zur Erhaltung des Impulses folgt zu
Gl. 4.74. Die Erhaltungsgleichungen von Masse, Energie sowie beim Stoff-System
zusätzlich noch der Komponentenmasse, sind mit den bisherigen Formulierungen
(Gl. 4.41, Gl. 4.45, Gl. 4.44, Gl. 4.48, Gl. 4.46) identisch. Lediglich müssen, wie bereits
oben erwähnt, die inertialen Raumkoordinaten xi durch relative x′i , sowie die inertiale
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Geschwindigkeiten wi durch relative ui ersetzt werden.
x-Richtung:
Du
DT
∣∣∣∣
R
= +2Roxv + RoxRox0 + Ro
2
xx′ +
1
Rex
∆u− ∂p
∂x
y-Richtung:
Dv
DT
∣∣∣∣
R
= −2Roxu + RoxRoy0 + Ro2xy′ +
1
Rex
∆v− ∂p
∂y
z-Richtung:
Dw
DT
∣∣∣∣
R
= +
1
Rex
∆w− ∂p
∂z
(4.74)
Bedingungen Die entdimensionierten Gleichungen der SAM für den GF II sind gültig
für stationär um eine Achse rotierende Relativsysteme P. 23, wenn in diesen die Mas-
sendichte, die Viskosität und die Wärmeleitfähigkeit räumlich und zeitlich konstant
sind, P. 10, P. 13, P. 14. Der Diffusionskoeffizient im Stoff-System darf ebenfalls nicht
räumlich variieren P. 20. Ferner müssen die Massenkräfte sowie die Beschleunigung
gegenüber der Zentrifugal- und Coriolis-Kraft vernachlässigt werden können P. 24.
4.1.6. Postulate zur Gewinnung der Gleichungen der SAM
Alle zur Herleitung der entdimensionierten Gleichungen der SAM getroffenen An-
nahmen werden im Folgenden nochmals zur Übersicht verbal formuliert aufgelistet
und zur späteren Bezugnahme nummeriert. Die Diskussion jedes Postulats erfolgt
anschließend in Kap. 4.2.
Heißgas- und Stoﬀ-System
P.1 Nichtrelativistische Mechanik: Erhal-
tung von Masse, Impuls und Energie
P.2 Drehimpulserhaltung
P.3 Isotropes Hooke’sches Gesetz
P.4 Stoke’sche Hypothese
P.5 Gesetz von Dalton
P.6 Fourier’sche Wärmeleitung
P.7 Thermisch ideale Gase
P.8 Kalorisch ideale Gase
P.9 Inerte, dissoziationsfreie Spezies
P.10 Stationäre Massendichte
P.11 Kugelförmige Teilchen, nur drei
translatorische Freiheitsgrade
P.12 Inkompressibel
P.13 Isoviskos: räumlich
P.14 Isowärmeleitfähigkeit: räumlich
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Heißgas-System
P.15 Vernachlässigbare Dissipation
P.16 Divergenzfreie Geschwindigkeit:
Druckterm in Energieerhaltung des
Heißgas-Systems
Grenzfall II
P.23 Stationäre Rotation
P.24 Dominanz von Zentrifugal- und
Coriolis-Kraft
Stoﬀ-System
P.17 Gleich große Teilchen
P.18 Gleich schwere Teilchen zur verein-
fachten Fick’schen Diffusion
P.19 Gleich schwere Teilchen oder isobar
zur Vernachlässigung der Druckdif-
fusion
P.20 Isodiffusionskoeffizient: räumlich
P.21 Vernachlässigbarer Thermodiffusi-
onskoeffizient oder isotherm
P.22 Komponentenunabhängige Massen-
kräfte
4.2. Unsicherheit der SAM
Die getroffenen Annahmen können die Aussagefähigkeit der SAM maßgeblich verrin-
gern, wenn Postulate und Realbedingung inkongruent sind. Ist die Übereinstimmung
der Postulate mit den real vorliegenden Bedingungen nicht oder nur zum Teil gege-
ben, so werden experimentell beobachtete Effekte missinterpretiert, da es nicht mög-
lich ist, den Einfluss dieser Inkongruenz zu identifizieren oder gar herauszurechnen.
Der einzig praktikable Weg, derartig bedingte Fehlinterpretationen zu verhindern, ist
das bewusste Ausschließen von Messungen bei hinreichend unzutreffenden Annah-
men. Es bedarf daher einer, wenn möglich quantitativen Abschätzung des jeweiligen
Postulats bei den Bedingungen eines expliziten Falls. Die ausreichende Gültigkeit ei-
niger Annahmen zeigt die Erfahrung bei einer Vielzahl von Experimenten. Es sind die
grundlegensten Postulate P. 1 bis P. 9, sowie P. 22. Diese Annahmen gelten hier als
zutreffend und werden nicht näher betrachtet. Die Gültigkeit der verbleibenden Pos-
tulate wird im Folgenden diskutiert.
4.2.1. Bedingungen der stationären Massendichte
Eine elementare Bedingung zur Gültigkeit der Gleichungen der SAM ist die Statio-
narität der Massendichte P. 10. Diese ist jedoch nicht a priori erfüllt, weder in den
Experimenten unter den Bedingungen des Stoff-Systems noch in Experimenten oder
technischen Anwendungen bei Bedingungen des Heißgas-Systems. Um diesbezüglich
eine möglichst geringe Unsicherheit zu erreichen, sollten die Zustandsgrößen, die die
Massendichte beeinflussen, wie die Temperatur und der Druck sowie im Stoff-System
auch der Massenanteil, zeitlich konstant gehalten werden. Auswirkungen einer Nicht-
erfüllung dieser Forderung können nicht allgemeingültig abgeschätzt werden.
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4.2.2. Bedingungen der Inkompressibilität
Eine Bedingung zur Gültigkeit der Gleichungen der SAM ist die Inkompressibilität des
Fluids P. 12 Gl. J.3. Hierfür existieren ein indirekter und ein direkter Grund.
Indirekter Grund - Divergenzfreiheit Beim Heißgas-System stammt die Inkompres-
sibilität aus der Forderung nach Divergenzfreiheit P. 16. Diese ist formal notwendig,
um in der Energieerhaltungsgleichung Gl. 4.44 den Druckterm zu eliminieren und sie
mit der weiteren Annahme von Dissipationsfreiheit P. 15 in die analoge Form Gl. 4.22
zu bringen. Die Inkompressibilität Gl. J.3 ist daher nur eine Schlussfolgerung aus der
Divergenzfreiheit und nicht eigentliche Bedingung.
Direkter Grund - Analogie Im Stoff-System folgt die Inkompressibilität aus der Not-
wendigkeit einer konstanten Massendichte Gl. 4.25, um die Massenerhaltung der Kom-
ponenten im Stoff-System Gl. 4.19 allgemeingültig in die analoge Form Gl. 4.22 zu
bringen. Ist die Massendichte nicht konstant, so entsprechen sich Fick’sche Diffusion
und Fourier’sche Wärmeleitung nur, wenn die räumliche Verteilung des Gradienten
vom Produkt aus Diffusionskoeffizient und Massendichte mit der räumlichen Vertei-
lung des Gradienten der Wärmeleitfähigkeit übereinstimmt Gl. 4.23. Dieser Sonderfall
ist nicht trivial und muss in der Regel als unzureichend erfüllt angesehen werden. Die
WSA ist dann nicht gegeben. Es ist daher zwingend eine räumlich nahezu inkompres-
sible Strömung erforderlich. Trotzdem muss sich selbst dann der Diffusionskoeffizient
D räumlich gleich verhalten wie die Wärmeleitfähigkeit λ. Auch dieses ist nicht trivial
und wird in Kap. 4.2.5 diskutiert.
Inkompressibilitätsbedingungen Für eine Strömung, deren Temperaturfeld nur durch
Eigenreibung variiert und nicht durch eine aufgeprägte Wärmeleitung, die keinen
molaren Energietransport besitzt und die den Bedingungen des GF I unterliegt,
ergeben sich nach [32] (S.157...159) zwei Inkompressibilitätsbedingungen Gl. 4.75 und
Gl. 4.76.
Ma2  1 (4.75) gLchar
a2
 1 (4.76)
Allerdings existiert im Heißgas-System ein ausgeprägtes Temperaturfeld und das
Stoff-System weist molaren Energietransport auf. Ferner können beide Systeme
rotieren, sodass der GF II vorliegt, bei dem die Gravitation g vernachlässigt wird, aber
dafür die Scheinkräfte auftreten. Folglich sind beide Inkompressibilitätsbedingungen,
Gl. 4.75 und Gl. 4.76, keine hinreichenden Bedingungen, um die Inkompressibilität
abzuschätzen. Für die Systeme der SAM müssten neue Inkompressibilitätsbedin-
gungen formuliert werden, in denen die Scheinkräfte und die Entropieänderung
durch Wärmeleitung sowie molaren Energietransport Berücksichtigung finden.
Zur Herleitung reichen jedoch die thermodynamischen Potenziale, die allgemeinen
thermischen und kalorischen Zustandsgleichungen sowie die bereits angenommenen
Materialgleichungen nicht aus. Es ließe sich nur zeigen, dass bei Wärmeleitung sowie
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molarem Energietransport, in der Größenordnung der Dissipation, die Kompressi-
bilität nicht vernachlässigt werden kann3. Das Postulat P. 12 trifft daher in beiden
Systemen nicht zu und der Einfluss dieses Widerspruchs lässt sich analytisch nicht
allgemein abschätzen. Die Kompressibilität ist somit eine möglicherweise sehr große
Unsicherheit bei der SAM, deren Auswirkungen auch nur schwer zu bestimmen sind,
sowohl durch experimentelle als auch durch numerische Lösung der Gleichungen.
Im Rahmen dieser Arbeit kann die Überprüfung des Postulats der inkompressiblen
Strömung P. 12 daher nicht erfolgen.
4.2.3. Einﬂuss von Divergenz, Dissipation und molarem Transport
Da die Inkompressibilität und die mit ihr verbundene Divergenzfreiheit nicht als
zutreffend erachtet werden kann, müssen die vernachlässigten Terme der jeweiligen
Gleichung in ihrer Größenordnung wesentlich kleiner sein als die restlichen Terme.
Im Folgenden wird eine Abschätzung durchgeführt, um die Vernachlässigbarkeit von
Dissipation und Druckterm, also jenem Term mit der Divergenz der Geschwindigkeit,
gegenüber der Wärmeleitung zu überprüfen. Hierbei wird auch der molare Transport
der Energie und seine Größenordnung berücksichtigt. Es ist zwar keine formal not-
wendige Bedingung, dass der nur im Stoff-System existente, molare Energietransport
vernachlässigbar klein ist, jedoch erhöht dieses die Vergleichbarkeit von Heißgas- und
Stoff-System, wenn dem so gegeben ist. Die Vernachlässigbarkeit von Dissipation,
Druckterm und molarem Energietransport gegenüber dem Term der Wärmeleitung in
der Energieerhaltung lässt sich durch eine geeignete Entdimensionierung abschätzen.
Hierzu wird die gekoppelte Energieerhaltungsgleichung des Stoff-Systems Gl. I.7,
welche noch die Dissipation, die Divergenz und den molaren Energietransport
enthält, mit den Annahmen Gl. 4.24 und Gl. 4.25 vereinfacht. Zur Entdimensionierung
werden die bereits angegebenen Transformationen verwendet, mit Ausnahme bei der
Variable des Drucks p (Gl. 4.32 und Gl. 4.68). Dieser wird für den jeweiligen Grenzfall
mit Gl. 4.77 oder Gl. 4.78 entdimensioniert, um für den dimensionslosen Druck die
Größenordnung von Eins zu erhalten.
p → pρLcharg GF I (4.77)
p → pρω2r2char GF II (4.78)
rchar ≈ x0 ∧ ≈ y0 (4.79)
Ror =
ωrchar
wchar
(4.80)
Die dimensionslose Energieerhaltungsgleichung folgt für den GF I zu Gl. 4.81 und für
den GF II zu Gl. 4.82. Zu beachten ist hierbei dass G(x−2, w2) nach Gl. J.6 definiert ist
und die inertialen Geschwindigkeiten w durch relative u ersetzt werden können.
3Der Beweis wird hier nicht geführt. Allerdings findet sich dieselbe Aussage verbal formuliert in [32] S.157
52 Theoretische Betrachtungen
DT
Dt
=
κEc
Re
G(x−2, w2)
∂wj
∂xi
+
κ
Re Pr
∂2T
∂x2i
+
KI
Re Sc
d2ξa
dx2w
− κEc
Fr2
p
∂wi
∂xi
(4.81)
DT
Dt
=
κEc
Re
G(x−2, w2)
∂wj
∂xi
+
κ
Re Pr
∂2T
∂x2i
+
KI
Re Sc
d2ξa
dx2w
− Ro2r κEc p
∂wi
∂xi
(4.82)
Die Größenordnungen aller dimensionslosen Variablen und deren Differentiale
entsprechen etwa Eins, sofern für die charakteristischen Größen zutreffende Werte
eingesetzt werden. Diese sind:
Lchar ≈ Grenzschichtdicke (Geschwindigkeit, Temperatur, Konzentration)
rchar ≈ Drehradius
wchar ≈ Geschwindigkeit am Rand der Geschwindigkeitsgrenzschicht
∆T ≈ Temperaturdifferenz über die Temperaturgrenzschicht
∆ξa ≈Massenanteilsdifferenz über die Konzentrationsgrenzschicht
Zur Verdeutlichung wie entscheidend die Wahl der charakteristischen Werte ist, sei
hier beispielhaft der Geschwindigkeitsgradient ∂wj/∂xi betrachtet. Der maximal in
einem expliziten System vorkommende, dimensionsbehaftete Geschwindigkeitsgra-
dient ist im Allgemeinen unbekannt. Er lässt sich jedoch von der Größenordnung
abschätzen, indem die maximal vorkommende Geschwindigkeitsänderung bezogen
wird auf die räumliche Länge in der diese Änderung erfolgt. Die maximal zu erwar-
tende Geschwindigkeitsänderung ist jene, die sich zwischen Wand und dem äußeren
Rand der Geschwindigkeitsgrenzschicht, dem Fernfeld, einstellt (veranschaulicht in
Abb. 4.3b). Ihr Wert entspricht daher der charakteristischen Geschwindigkeit ∂w ≈
wchar ≈ u∞ − 0. Die räumliche Länge, auf der diese Geschwindigkeitsänderung statt-
findet, ist die Dicke der Geschwindigkeitsgrenzschicht δu ≡ δu.99. Durch die Entdimen-
sionierung mit diesen charakteristischen Größen liegt der dimensionslose Geschwin-
digkeitsgradient ∂wj/∂xi in der Größenordnung von Eins. Zu beachten ist hierbei, dass
dieses eine lineare Abschätzung ähnlich der Filmtheorie ist und Fälle eintreten kön-
nen, in denen der maximal auftretende Geschwindigkeitsgradient größer ist als die
Abschätzung. Oft trifft dieses auf jenen Gradienten nahe einer Wand zu. In Abb. 4.3b
ist hierzu beispielhaft eine Überhöhung von etwa 8, 59 maßstäblich zur linearen Ab-
schätzung dargestellt. Diese Überhöhung wird in technisch relevanten Systemen sel-
ten einen Faktor größer 10 erreichen, da sie nur bei annähernd idealen Blockprofi-
len der Geschwindigkeit auftritt. Die Wahl der charakteristischen Länge zur Grenz-
schichtdicke wird auch für die Geschwindigkeitsdivergenz ∂wi/∂xi getroffen, obwohl
die räumliche Länge, auf der diese Geschwindigkeitsänderung stattfindet, eine a prio-
ri unbekannte Erstreckung auf der Stromlinie ist. Allerdings wird diese in derselben
Größenordnung liegen wie die Dicke der Geschwindigkeitsgrenzschicht, zumindest
im Bereich größerer Grenzschichtänderungen, wie er in Abb. 4.3a als Einlaufströmung
beispielhaft skizziert ist. Ein derartiger Bereich dürfte in fast allen technischen Strö-
mungen existieren, sodass die Wahl der Grenzschichtdicke als charakteristische Länge
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δu.99
xw
x
dx
dδu.99
u∞
u du
u
∂u/∂x ≈ ∂u/∂xw
≈ [1...10].u∞/δu.99
(a) Bzgl. Geschwindigkeitsdivergenz
0,1.δu.99
1.δu.99
δu.99
xw
u∞
u = 0,99.u∞
u =
0,85.u∞
∂u/∂xw ≈ 0,99.u∞/δu.99 bis max.
∂u/∂xw ≈ 8,50.u∞/δu.99
(b) Bzgl. Geschwindigkeitsgradienten
Abbildung 4.3.: Verdeutlichung der Größen zur Abschätzung
auch die Geschwindigkeitsdivergenz zu einer Größenordnung von Eins entdimensio-
niert. Wird hingegen eine deutlich von der Grenzschichtdicke verschiedene Länge als
charakteristische Länge verwendet, verfälscht diese die Abschätzung inakzeptabel. In
manchen Fällen ist bereits der hydraulische Durchmesser oder die Wandkoordinate x
eines Strömungskanals deutlich größer als die Grenzschichtdicke und daher ungeeig-
net für eine Entdimensionierung mit dem Ziel der Größenordnungsabschätzung von
Termen in den beschreibenden Gleichungen.
Abschätzung für das Heißgas-System Die Änderung der inneren Energie darf im
Heißgas-System nur durch die Wärmeleitung erfolgen, damit die WSA gültig ist.
Folglich muss zur Vernachlässigbarkeit der Dissipation die Bedingung Gl. 4.83 erfüllt
sein. Um die Änderung der inneren Energie durch den Druck gegenüber jener durch
Wärmeleitung als verschwindend klein ansehen zu können, ist im Grenzfall GF I die
Bedingung Gl. 4.84 und im Grenzfall GF II die Bedingung Gl. 4.85 zu erfüllen.
κEc
Re
! κ
Re Pr
(4.83)
κEc
Fr2
! κ
Re Pr
GF I (4.84)
Ro2r κEc
! κ
Re Pr
GF II (4.85)
Eine quantitative Abschätzung dieser Koeffizienten erfolgt durch repräsentative Wer-
te, basierend auf den folgenden Größen in einem Kühlkanal einer Gasturbinenschau-
fel. Die Temperaturdifferenz ∆T wird dabei angenommen als Differenz der Verdichter-
austrittstemperatur von etwa 800 K und der Lebensdauergrenztemperatur eines übli-
chen Schaufelmaterials von etwa 1.000 K. Die Verdichteraustrittstemperatur wird aus
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einer isentropen Verdichtung ausgehend von 300 K bei 105 Pa und einem üblichen Ver-
dichtungsdruckverhältnis von 30 errechnet.
Lchar ≈ 10−3 m
rchar ≈ 1 m
wchar ≈ 50 ms
∆T ≈ 200 K
ω ≈ 300 1s
η ≈ 20 · 10−6 kgm s
cv ≈ 700 Jkg K
κ ≈ 1, 4
ρ ≈ 1 kgm3
Pr ≈ 1
g ≈ 10 ms2
Damit ergeben sich die dimensionslosen Kennzahlen zu:
Ec ≈ 0, 012.8 Re ≈ 2.500 Fr ≈ 500 Ror ≈ 6
Die Abschätzung ergibt die nachfolgend aufgelisteten Werte der Koeffizienten:
κEc
Re = 5 · 10−6  κRe Pr = 6 · 10−4 ⇒ Dissipation vernachlässigbar
κEc
Fr2 = 7 · 10−8  κRe Pr = 6 · 10−4 ⇒ Gravitation vernachlässigbar GF I
Ro2r κEc = 6 · 10−1  κRe Pr = 6 · 10−4 ⇒ Druckterm nicht vernachlässigbar GF II
Wie die quantiative Abschätzung zeigt, ist die Dissipation im Heißgas-System ver-
nachlässigbar gegenüber der Wärmeleitung. Der Druckterm, also der Einfluss der
Divergenz auf die innere Energie, ist jedoch nur im Grenzfall GF I, also im Falle des
nicht rotierenden Systems, hinreichend klein, um ihn zu vernachlässigen. Sobald
unter den angenommenen Bedingungen der GF II eintritt, welcher für Kühlkanäle
bei Turbomaschinen entscheidend ist, wird die innere Energie nicht allein durch die
Wärmeleitung verändert, sondern auch signifikant durch die Divergenz, also dem
Druckterm. Sein Einfluss ist etwa 103 mal stärker als jener der Wärmeleitung und kann
daher nicht vernachlässigt werden. Verantwortlich hierfür ist die Zentrifugalwirkung
ω2rchar, welche deutlich größer ist, als die Gravitation im GF I. Letztere wirkt auf das
Temperaturfeld nur wie 7 · 10−8/6 · 10−1 ≈ 0, 000.01% der Scheinkräfte, wodurch die
Annahme von vernachlässigbarer Graviationswirkung im GF II P. 24 gerechtfertigt
ist. Als Folge lässt sich die Energieerhaltungsgleichung nicht, wie oben angenommen,
in die analoge Form Gl. 4.22 bringen. Für das nach GF II rotierende Heißgas-System,
unter den repräsentativen Bedingungen einer technischen Anwendung, ist die WSA
daher nicht erfüllbar. Dieses ist sicherlich die größte, wenn auch nicht quantifizierbare
Unsicherheit bei der SAM.
Neben dieser Erkenntnis zeigt die Abschätzung eine weitere Problematik bei der Be-
stimmung der Wärmeübertragung im Heißgas-System, sofern der GF II vorliegt. Die
Wirkung der Wärmeleitung ist die eigentlich interessierende Größe, allerdings ist sie
zirka 103 mal kleiner als die Wirkung des Druckterms. Um bei einer Wiederholungs-
messung den Einfluss der Wärmeleitung auf die innere Energie überhaupt identifi-
zieren zu können, ist es notwendig, den Druckterm auf mindestens 10−3 konstant
zu halten. Die Abweichung des dimensionslosen Koeffizienten Ro2r κEc darf folglich
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10−3/(6 · 10−1) ≈ 0, 2% nicht überschreiten, da sie sonst die gleich große oder größere
Wirkung auf das Temperaturfeld besitzt als die gesamte Wärmeleitung. Werden alle
Größen des Druckterms, inklusive der dimensionslosen Divergenz aber mit Ausnah-
me der Drehzahl, als konstant angenommen, so darf diese nicht mehr als
√
0, 2% ≈
4%, was 4% · ω =̂ 12 1/s entspricht, schwanken. Um eine Reproduzierbarkeit des
Wärmeübergangs von ±5% zu erhalten, müsste die Drehzahl daher auf ±5% · 4% ≈
±0, 2% identisch sein. Sowohl in eventuellen Experimenten mit den Bedingungen des
Heißgas-Systems als auch in der technischen Anwendung lassen sich die Drehzahlen
maximal mit einer derartigen Genauigkeit und Konstanz einstellen4. Das Postulat der
stationären Rotation P. 23 wird damit nur näherungsweise erfüllt. Daher können ex-
plizite Wärmeübergänge unter den Bedingungen einer technischen Anwendung im
GF II nur mit einer Ungenauigkeit von etwa ±5% vorhergesagt werden, selbst wenn
die Bestimmungsgrundlage nicht mit der WSA ermittelt wurde, sondern aus direkten
Messungen oder numerischen Simulationen entstammen.
Abschätzung für das Stoﬀ-System Die Änderung der inneren Energie im Stoff-System
ist nicht direkt für die WSA von Belang. Jedoch erhöht sich die Vergleichbarkeit des
Stoff-Systems mit dem Heißgas-System, wenn in beiden dieselben Mechanismen in
etwa gleicher Größenordnung wirken. Eine quantitative Abschätzung jedes Terms der
Energieerhaltungsgleichung wird daher mittels repräsentativer Werte durchgeführt.
Diese basieren auf den Bedingungen eines, für bessere experimentelle Zugänglichkeit
geometrisch skalierten Kühlkanals einer Gasturbinenschaufel bei Anwendung der
NSM. Die auftretende Temperaturdifferenz ∆T ist ein Erfahrungswert aus einer
Vielzahl an Experimenten mittels der NSM.
Lchar ≈ 10−2 m
rchar ≈ 1 m
wchar ≈ 5 ms
∆T ≈ 1 K
Tab ≈ 300 K
∆ξa ≈ 10−3
ω ≈ 50 1s
η ≈ 20 · 10−6 kgm s
cv,b ≈ 700 Jkg K
cv,a ≈ 1.250 Jkg K
cv = cv,a · ∆ξa + cv,b · [1− ∆ξa]
⇒ cv ≈ 701 Jkg K nach Gl. H.16
siehe auch Kap. 4.2.5
κ ≈ 1, 4
ρ ≈ 1 kgm3
Pr ≈ 1
Sc ≈ 3
g ≈ 10 ms2
Damit ergeben sich die dimensionslosen Koeffizienten zu:
Ec ≈ 0, 025
Re ≈ 2.500
Fr ≈ 16
Ror ≈ 10
KI ≈ 0, 235
Anzumerken ist hierbei, dass für den netto molaren Energietransport ∆uab nach
Gl. 4.34, der in den Koeffizienten KI nach Gl. 4.40 direkt eingeht, die Temperaturen
4Schätzung des Autors
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beider Spezies gemäß Gl. 4.86 gleichgesetzt werden. Dieses beruht auf der Annahme
von [6], dass die Temperaturänderung durch die Sublimationswärme des Naphthalins
als verschwindend klein angesehen werden kann.
∆uab = cv,aTa − cv,bTb !=
[
cv,a − cv,b
]
Tab (4.86)
Weiterhin wird für die auftretende Differenz im Massenanteil ∆ξa angenommen, dass
diese über die Konzentrationsgrenzschicht auftritt und sich daher aus dem Unter-
schied von Massenanteil an der Wand ξaw und Massenanteil im Fernfeld ξa∞ ergibt.
Letztgenannter ist in rezirkulationsfreien Strömungen gleich Null ξa∞ → 0. Für den
Massenanteil an der Wand wird ein durch [6] formuliertes Postulat Gl. 4.87 verwendet.
Dieses setzt den Partialdruck des Naphthalins dem Dampfdruck von Naphthalin
gleich, wodurch sich, bei Annahme von thermisch idealem Gas, die Partialdichte und
somit auch der Massenanteil bestimmen lässt. Zur Quantifizierung des Dampfdrucks
von Naphthalin wird dabei die empirische Gleichung Gl. 4.88 verwendet, welche
ebenfalls durch [6] angegeben wird. Diese liefert annähernd gleiche Ergebnisse wie
neuere Korrelationen von [33] und [34].
ρa
!
=
pav
RaTw
(4.87) pav
!
= 1013,57−
3.734 K
T (4.88)
Die Abschätzung ergibt die nachfolgend aufgelisteten Werte der Koeffizienten:
κEc
Re = 1 · 10−5 ⇒ Dissipation sehr klein
KI
Re Sc = 3 · 10−5 ⇒Molarer Transport sehr klein
κ
Re Pr = 6 · 10−4 ⇒Wärmeleitung klein
κEc
Fr2 = 1 · 10−4 ⇒ Gravitation klein GF I
Ro2r κEc = 4 ⇒ Druckterm sehr groß GF II
Aus den abgeschätzten Koeffizienten folgt, dass die innere Energie des Stoff-Systems
im GF I annähernd gleich stark von der Wärmeleitung wie von der Gravitation, also
auch der Divergenz beeinflusst wird. Nur geringfügig schwächer fällt die Wirkung des
molaren Transports und der Dissipation aus. Im Stoff-System im GF I wirken daher
deutlich mehr Mechanismen am Energietransport als im Heißgas-System im selben
Grenzfall. Somit wird die geforderte Isothermie P. 21, abgesehen von variierenden
Eintrittsbedingungen, auch durch alle Mechanismen des Transports von innerer
Energie gefährdet. Es ist daher notwendig, nicht nur den naheliegendsten Effekt
zur Temperaturbeeinflussung, die Wärmeleitung, so gering zu halten wie möglich,
sondern auch den Druckterm und die Dissipation. Selbiges würde auch auf den
molaren Transport zutreffen, jedoch basiert dieser auf dem eigentlich interessierenden
Mechansimus des Stofftransports und seine Reduzierung steigert unweigerlich die
Anforderungen an die Messtechnik.
Eine weitere Schlussfolgerung aus dieser Abschätzung ist, dass die innere Energie im
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GF II im Stoff-System, genauso wie im Heißgas-System, vom Druckterm, also auch
der Divergenz dominiert wird. Sein Einfluss ist zirka 105 mal stärker als der der nächst
kleineren Terme der Wärmeleitung. Nochmals um den Faktor 10 kleiner ist die Wir-
kung des molaren Transports und der Dissipation. Die Wärmeleitung, die Dissipation
und der molare Transport sind daher im GF II gegenüber dem Druckterm vernach-
lässigbar. Somit wird die geforderte Isothermie P. 21, abgesehen von variierenden
Eintrittsbedingungen, überwiegend durch den Druckterm gefährdet. Die in ihm ent-
haltene dimensionslose Divergenz ist dem System immanent und ihr Einfluss auf die
Temperaturverteilung daher unvermeidbar. Um weitere Veränderungen des Tempera-
turfelds auszuschließen, ist eine möglichst große Konstanz des Koeffizienten Ro2r κEc,
wie sie auch zur Wahrung der Reproduzierbarkeit beim Heißgas-System gefordert
wird, und des dimensionslosen Drucks p notwendig. Eine quantitative Abschätzung,
welche Konstanz erreicht werden muss, damit der Stoffübergang eine bestimmte Un-
sicherheit aufweist, ist jedoch erst möglich, wenn der Einfluss der Temperatur auf den
Stofftransport bekannt ist. Diese Abhängigkeit wird primär durch das Materialgesetz
der Stoffleitung und damit durch den Diffusionskoeffizienten bedingt. In Kap. 4.2.5
wird dessen Temperaturabhängigkeit abgeschätzt und seine Abweichung für die hier
angenommene Schwankung von ∆T ≈ 1 K ermittelt. Diese Temperaturschwankung
führt in Gl. 4.82 zu DTDt =̂ 1 = 100% und würde folglich erst durch eine Änderung
des dimensionslosen Drucks von 100%/(Ro2r κEc) ≈ 25%, was 25%ρω2r2char = 625 Pa
entspricht, verursacht. Die Vernachlässigung der Gravitation im GF II P. 24, welche
pro Umdrehung eine Druckschwankung von ρg2rchar ≈ 20 Pa ≡ 3, 2%625 Pa her-
vorruft, ist damit bezüglich der Temperaturbeeinflussung gerechtfertigt. In dieser
Hinsicht ist auch die Annahme von stationärer Rotation P. 23 zutreffend. Die Drehzahl
müsste zum Erreichen einer Druckschwankung von 650 Pa und einer durch diese
hervorgerufene Temperaturschwankung von ∆T ≈ 1 K um 50% variiren. Eine derart
große Schwankung kann ausgeschlossen werden. Generell ist jedoch im Experiment
eine Druckschwankung größer als 600 Pa zu vermeiden, damit die in dieser Arbeit
getroffenen Aussagen bezüglich der Isothermie Gültigkeit behalten.
Ferner bestätigt diese Abschätzung, dass durch die annähernd gleichwertigen Anteile
von Wärmeleitung, Dissipation und molarem Transport an der inneren Energie, die
Bedingungen Gl. 4.75 und Gl. 4.76 nicht hinreichend sind, um die Kompressibilität
abzuschätzen. Hierzu dürfte die innere Energie nur durch die Eigenreibung, also die
Dissipation verändert werden (siehe Kap. 4.2.2), nicht aber durch die Wärmeleitung
oder den molaren Transport.
4.2.4. Einﬂuss der Gravitation
Eine für die Entdimensionierung der Impulserhaltungsgleichung im GF II verwen-
dete Annahme ist die Vernachlässigung der Gravitation gegenüber den Scheinkräf-
ten P. 24. Bezüglich des eigentlich nicht relevanten Einflusses auf die innere Energie
ist sie bereits in Kap. 4.2.3 als zutreffend bestätigt worden. Für die Wirkung auf das
Geschwindigkeitsfeld wird das Postulat basierend auf der Ungleichung Gl. 4.54 und
durch die repräsentativen Bedingungen explizit überprüft. Entscheidend hierfür ist
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der getrennte Vergleich der Gravitation mit beiden Scheinkräften, der Zentrifugalwir-
kung ω2 · rchar und der Coriolis-Wirkung ω · u. Die Trennung ist erforderlich, da in
vollständig offenen Fluidsystemen, also unendlich großen Kanälen, die Zentrifugal-
wirkung nicht zu einer Druckerhöhung führt, sondern eine radiale Beschleunigung
des Fluids bewirkt. Erst durch die Anwesenheit von Wänden ergibt sich aus einem Teil
der Zentrifugalwirkung ein statisches Druckfeld, welches nur den Zustand des Fluids
ändert und die Strömung nicht direkt beeinflusst. Der restliche Anteil beschleunigt das
Fluid. Dieser Effekt wird oft als Pumpeffekt bezeichnet und ist der elementare Mecha-
nismus von Radialpumpen und -verdichtern. In vollständig geschlossenen Systemen,
wie sie allerdings nur bei sehr wenigen Kühlmethoden5 vorkommen, existiert kein
Pumpeffekt und die Zentrifugalwirkung wird vollständig in ein statisches Druckfeld
gewandelt. Hierbei sei vorausgesetzt, dass durch inhomogene Massendichteverteilung
bedingte Auftriebseffekte nicht auftreten. Die mit der SAM üblicherweise betrachteten
Systeme sind jedoch offen und folglich ist neben der Coriolis-Wirkung auch die Zen-
trifugalwirkung zur Beeinflussung des Geschwindigkeitsfeldes in der Lage. A priori
kann dabei nicht bestimmt werden, zu welchen Anteilen sich die Zentrifugalwirkung
auf das Druck- und auf das Geschwindigkeitsfeld aufteilt. Allein der extremste Fall
von vollständiger Pumpwirkung ist abschätzbar. Auch für die Coriolis-Wirkung lässt
sich nur die maximale Größenordnung aus der charakteristischen Geschwindigkeit
wchar bestimmen. Innerhalb der Geschwindigkeitsgrenzschicht jedoch ist die Coriolis-
Wirkung zwangsläufig kleiner und auch teilweise geringer als die Gravitation. Daher
sind wandnahe Effekte, wie der Wärme- oder Stoffübergang immer durch die Gravita-
tion beeinflusst. Die nachfolgende quantitative Abschätzung Gl. 4.89 ist somit nur für
das Fernfeld gültig und kann einzig angeben, ob die Gravitation für das grobe Strö-
mungsbild relevant ist.
∣∣∣~k−~a∣∣∣ =̂ g ∧ |2~ω× ~u| =̂ ω · u (4.89)
|~ω× (~ω×~x)| =̂ ω2 · rchar (4.90)
Heißgas-System: O (g) = 10 m/s2  O
(
ω2 · rchar
)
= 90.000 m/s2 (4.91)
 O (ω · u) = 15.000 m/s2 (4.92)
Stoff-System: O (g) = 10 m/s2  O
(
ω2 · rchar
)
= 2.500 m/s2 (4.93)
 O (ω · u) = 250 m/s2 (4.94)
Für das Heißgas- und das Stoff-System sind Zentrifugal- als auch Coriolis-Wirkung
sehr viel größer als die Gravitationswirkung. Im Falle des Stoff-Systems ist die Gravita-
tion mit einem Einfluss wie 4% der Coriolis-Wirkung allerdings stärker als im Heißgas-
System, wo dieser Einfluss bei nur 0, 07% liegt. Das Geschwindigkeitsfeld des Stoff-
Systems außerhalb der Grenzschicht könnte daher binnen einer Umdrehung Schwan-
kungen von bis zu 4% aufweisen, sofern kein Pumpeffekt vorliegt. Die Schwankun-
gen in der Grenzschicht werden zwangsläufig größer sein und übersteigen im Bereich
5Beispielsweise bei geschlossenen Zwei-Phasen-Wärmeübertragern wie Wärmerohren, engl. heatpipes
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zwischen Wand und einer Geschwindigkeit von 4% · wchar =̂ 0, 2 m/s die Coriolis-
Wirkung. In Systemen, in denen die Coriolis-Wirkung die wandnahe Strömung stark
beeinflussen kann, da die Geschwindigkeitsgrenzschicht lokal sehr unterschiedlich ist,
besitzt auch die Gravitation folglich eine nicht unbedingt vernachlässigbare Wirkung
auf die Geschwindigkeitsverteilung und damit auch auf den Stoff- und Wärmetrans-
port. Ein Beispiel für eine technische Anwendung, bei der dieser Effekt auftreten kann,
sind nicht vollständig zur Rotationsachse parallel verlaufende Filmkühlstrahlen auf
oder in Rotorschaufeln einer Turbine. Diese werden unter Rotation, bedingt durch
die Coriolis-Wirkung, relativ zur Schaufel einen anderen Pfad nehmen als im stehen-
den Fall (siehe [35]). Die Gravitation hat dann einen ähnlich starken Einfluss. Dieser
ist im Relativsystem instationär aber mit der Drehzahl periodisch. In zeitlich gering
auflösenden Experimenten, wie sie bei der SAM üblich sind, würde die periodische
Gravitationswirkung dann als Mittelwertsänderung des Stoff- oder Wärmeübergangs
festgestellt, sofern die Messgenauigkeit ausreicht. In Strömungssystemen mit räumlich
gleichmäßiger Geschwindigkeitsgrenzschicht, wodurch die Coriolis-Wirkung wand-
nah nicht erkennbar ist, wird auch die Gravitation dort vernachlässigbar.
Schlussfolgerung Der Einfluss der Gravitation im GF II ist sowohl für den Transport
von innerer Energie als auch für den Transport des Impulses sehr klein und rechtfertigt
die Annahme Gl. 4.54 P. 24. Die Vergleichbarkeit des Geschwindigkeitsfeldes von Stoff-
und Heißgas-System allerdings weist durch die höheren periodischen Schwankungen
im Fernfeld des Stoff-Systems eine Unwägbarkeit von bis zu 4% auf.
4.2.5. Abschätzung der Konstanz der Materialkoeﬃzienten
Damit die WSA gegeben ist, müssen sich Fick’sche Diffusion und Fourier’sche Wärme-
leitung entsprechen, also die räumliche Verteilung des Diffusionskoeffizienten D und
der Wärmeleitfähigkeit λ übereinstimmen (Gl. 4.23). Weiterhin müssen D und λ sowie
die dynamische Viskosität η als nahezu konstant ansehbar sein, um die Dissipation
und die dimensionslosen Kennzahlen, wie die Reynolds-, Schmidt- und Prandtl-Zahl
bilden zu können. Sowohl für die Wärmeleitfähigkeit und für die Viskosität als auch
für den Diffusionskoeffizienten ist deren Abhängigkeit von den räumlich variierenden
Zustandsgrößen, Temperatur und Druck, aus theoretischen Überlegungen und teil-
weise auch aus Experimenten bekannt, sofern es sich um ein einkomponentiges Fluid
handelt. Für das Heißgas-System lässt sich daher die Konstanz jedes Materialkoeffizi-
enten auf Basis theoretischer Modelle und empirischer Korrelationen abschätzen. Für
ein mehrkomponentiges Gas hingegen, wie es für das Stoff-System angenommen wird,
kann der Massenanteil ξa die Materialkoeffizienten zusätzlich beeinflussen. Damit die
WSA gültig ist, muss dieser Einfluss, ebenso wie jener der Temperatur und des Drucks,
sehr gering sein. Die Vernachlässigbarkeit dieses Einflusses wird im Folgenden anhand
eines gaskinetischen Transportmodells mittels den zuvor bereits verwendeten reprä-
sentativen Bedingungen abgeschätzt. Da dieses Modell die reale Teilchenkinetik nur
sehr vereinfacht und folglich mit größeren Abweichungen abbildet, ist das Niveau der
ermittelten Werte nicht quantitativ richtig. Das Gegenüberstellen der Temperatur- und
Massenanteilsabhängigkeit, der anhand des Modells ermittelten Materialkoeffzienten,
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liefert jedoch Aufschluß über den Einfluss des Massenanteils.
Vereinfachtes, gaskinetisches Transportmodell
Das hier zur Abschätzung verwendete gaskinetische Transportmodell ist eine Er-
weiterung des in der Gaskinetik bekannten 1/6 Modells (ESM) auf zwei Spezies
mit unterschiedlichen Teilchenmassen und -durchmessern. Die Herleitung des im
Weiteren als erweitertes gaskinetisches Transportmodell (ETM) bezeichneten Modells
ist mit kurzer Beschreibung in Anh. O angegeben. Ansatz des ETM ist, dass sich 1/6
aller Teilchen geradlinig in jeweils eine Richtung bewegen. Weiterhin werden, wie
bereits bei den allgemeinen Grundgleichungen, vollelastische Stöße angenommen.
Dieser Ansatz bildet die Realität in vielen Fällen nur unzureichend ab. Daher werden
zwei bekannte Modelle zur Validierung des ETM verwendet. Ein Vergleichsmodell,
das im Folgenden exaktes Boltzmann Modell (EBM) genannt wird, folgt aus der
exakten Lösung der Boltzmann-Gleichung bei einer Geschwindigkeitsverteilung
nach Maxwell. Dieses trifft daher nur für ein im Gleichgewicht befindliches Gas aus
kugelförmigen Teilchen zu. Gleichgewicht bedeutet hierbei, dass alle Teilchen dieselbe
thermische Geschwindigkeit und damit dieselbe Temperatur aufweisen. Bei der SAM
ist dieses Gleichgewicht bereits durch Gl. 4.86 angenommen. Weiterhin besitzen die
Teilchen kein räumliches Wechselwirkungspotential, wodurch sich alle Stöße vollelas-
tisch vollziehen. Des Weiteren setzt das EBM gleich große Teilchen voraus. Das zweite,
wesentlich detailliertere Modell, im Folgenden Lennard-Jones Modell (LJM) genannt,
berücksichtigt neben der Maxwell-Geschwindigkeitsverteilung speziesabhängige
Wechselwirkungspotenziale nach Lennard-Jones. Damit werden indirekt unterschied-
liche Teilchendurchmesser und -massen berücksichtigt. Das LJM liefert Werte, die
mit experimentell ermittelten sehr gut übereinstimmen. Die einzelnen Gleichungen
dieses Modells sind in Kap. Q.1 angegeben. Allerdings werden für das LJM neben
dem temperaturabhängigen und tabellierten Wert des Kollisionsintegrals auch zwei
speziesspezifische Kraftkonstanten des Lennard-Jones-Potentials benötigt. Diese sind
für viele Gase experimentell ermittelt worden, jedoch für das bei der SAM verwendete
Naphthalin dem Autor unbekannt. Daher muss auf das ETM zurückgegriffen werden,
welches aber am detaillierteren LJM validiert wird. Die wesentlichen Eigenschaften
der Modelle sind nachfolgend nochmals zusammengefasst:
ETM vollelast. Ströße beliebig großer, kugelförmiger Teilchen bei 1/6 Verteilung
ESM vollelast. Ströße gleich großer, kugelförmiger Teilchen bei 1/6 Verteilung
EBM vollelast. Ströße gleich großer, kugelförmiger Teilchen bei Maxwell-Vertlg.
LJM Lennard-Jones-Potential beliebig großer Teilchen bei Maxwell-Verteilung
Nach dem ETM folgt die makroskopische Wirkung Λ einer makroskopischen Variable
4.2. UNSICHERHEIT DER SAM 61
Φ, wie beispielsweise die Schubspannung τˆ aus der Geschwindigkeit w, zu Gl. 4.95.
Λ =
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
· dΦ
dy
·
 n1 ·m1 + n2 ·m2√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2

(4.95)
Hierin sind
Φ Makroskopische Variable
Λ Makroskopische Wirkung der Va-
riable Φ
kB Boltzmann-Konstante
m1 Teilchenmasse der Komponente 1
n1 Teilchendichte der Komponente 1
σ1 Van der Waals Durchmesser der
Teilchen der Komponente 1
Der Koeffizient eines linearen Materialgesetzes und dessen Abhängigkeiten von ma-
kroskopischen Größen f (T, m1, m2, n1, n2, σ1, σ2), in diesem Beispiel die eindimensio-
nale Stoke’sche Reibung (nach Gl. H.10), lässt sich dann aus den teilchenkinetischen
Eigenschaften bestimmen gemäß Gl. 4.96.
τˆ = η · du
dy
⇔ Λ = f (T, m1, m2, n1, n2, σ1, σ2) · dΦdy (4.96)
Bedingung der konstanten Viskosität
Aus dem ETM Gl. 4.95 folgt für
Λ = τˆ ∧ Φ = u ∧ τˆ = ηdu
dy
die Abhängigkeit der dynamischen Viskosität von der Temperatur, den Teilchenmas-
sen und -durchmessern sowie -dichten zu Gl. P.1. Für ein einkomponentiges Gas, es
sind dann alle Teilchenmassen m1 = m2 = m, alle Teilchendichten n1 = n2 = n und
alle Van der Waals Durchmesser σ1 = σ2 = σ gleich, geht das erweiterte Modell über in
die Abschätzung, wie sie aus dem ESM hervorgeht (Gl. 4.98). Für Reinstoffe entspricht
das ETM somit dem bekannten ESM.
Validierung Für die Diskussion der Abhängigkeit der Viskosität vom Massenanteil,
welche mit dem ETM ermittelt wird, ist es sinnvoll, die Qualität des Modells anhand
einer expliziten Validierung zu verdeutlichen. Hierzu eignet sich die Vorhersage der
Viskosität von Sauerstoff O2, Benzol C6H6 sowie von einem Gemisch aus beidem, da
für diese Spezies die Lennard-Jones Kraftkonstanten bekannt sind. Weiterhin besitzt
Benzol einen etwa doppelt so großen Van der Waals Durchmesser wie Sauerstoff,
62 Theoretische Betrachtungen
T/K
η/(kg/(m s))
LJM für T=380 K EmpirischETM EBM
η1
η2
η
molar gewichtet
σ2 verringert
σ2 verringert
Spezies 2:  C6H6
Gemisch ξ1=2/3
300 350 400 450 500
0
10-5
103.
1.
-5
102. -5
Spezies 1:  O2
Abbildung 4.4.: Vergleich der Modelle zur Beschreibung der dynamischen Viskosität
bei festem Massenanteil
sodass der Einfluss der Teilchengröße in die Validierung mit einbezogen wird. Die im
Folgenden aufgezeigten Ergebnisse basieren auf den in Anh. Q angegebenen Werten.
In Abb. 4.4 ist die vom ETM ermittelte Viskosität von reinem Sauerstoff η1 und reinem
Benzol η2 dargestellt. Die im ETM auftretende Temperaturabhängigkeit
√
T entspricht
laut [36] annähernd der Lösung des LJM. Allerdings zeigen die experimentellen Er-
gebnisse in Form der empirischen Gleichungen, Gl. Q.16, Gl. Q.17 aus [37], eine etwas
stärkere Temperaturabhängigkeit. Die Niveaus der Viskositäten der Reinstoffe werden
vom ETM im Vergleich zum EBM mit einer relativen Abweichung von konstanten
5
√
pi
16 −
√
3
3
5
√
pi
16
≈ 4, 2%LJM (4.97)
geringfügig überschätzt (vergleiche Gl. 4.98 mit Gl. 4.99). Bei einer Temperatur von
T ≈ 380 K stimmt die Vorhersage des ETM allerdings fast exakt mit den empirisch
ermittelten Werten überein. Bei dieser Temperatur weichen die Ergebnisse von ETM
und empirischer Korrelation für Sauerstoff um vernachlässigbare +0, 03%Empirisch
und für Benzol um −4, 2%Empirisch voneinander ab. Das ETM scheint in der Lage
zu sein, die Viskositäten der Reinstoffe ausreichend präzise vorhersagen zu können.
Die vermeintlich genaueren Werte, die das LJM für eine Temperatur von T = 380 K
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Abbildung 4.5.: Vergleich der Modelle zur Beschreibung der dynamischen Viskosität
bei fester Temperatur; Quelle: Q1= [2]
vorhersagt, liegen bei Sauerstoff nahe den Werten des ETM (−4, 2%LJM) und des EBM
(+0, 1%LJM) sowie den experimentellen Werten (−4, 2%LJM).
Für Benzol allerdings ist der empirische Wert der Viskosität bei T = 380 K
um +42, 5%LJM höher, als der, den das LJM vorhersagt. Grund hierfür dürften
die nicht ausreichend genauen Lennard-Jones Kraftkonstanten für einen Benzol-
Teilchendurchmesser von σ2 = 692 · 10−12 m sein, welche aus [38] stammen. Aus
diesem Grund wird für das LJM ein weiterer, verringerter Wert für den Teilchendurch-
messer von Benzol von σ2 = 562 · 10−12 m herangezogen. Dieser stammt ebenfalls
aus [38] und korreliert mit einer etwas erhöhten Kraftkonstante (siehe Gl. Q.2).
Durch diese alternativen Werte verringert sich die Abweichung der vorhergesagten
Viskosität von Benzol zwischen LJM und emprischer Korrelation auf −9, 2%LJM. Für
die Validierung des ETM wird daher das LJM mit kleinerem Teilchendurchmesser für
Benzol verwendet, auch wenn im ETM der größere Wert eingesetzt wird.
η
ESM
=
√
3kBTm
3piσ2
(4.98) η EBM=
5
√
pikBTm
16piσ2
(4.99)
Das ETM und das EBM liefern für Reinstoffe ausreichend gute Werte für die Viskosität,
zumindest um anhand des ETM den Einfluss unterschiedlicher Teilchengrößen in
einem Gemisch abzuschätzen. Hierzu ist in Abb. 4.4 die Temperaturabhängigkeit der
Viskosität des Gemisches η aus Sauerstoff und Benzol bei einem Massenanteil des
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Sauerstoffs von ξ1 = 2/3 dargestellt. Im Vergleich zum Wert, der mit dem LJM für
eine Temperatur von T = 380 K ermittelt wird, zeigt das ETM eine Überschätzung
von etwa +16, 6%LJM. Diese Abweichung ist jedoch geringer als jene, die durch die in
der Thermodynamik übliche, molare Wichtung der Viskositäten der Reinstoffe nach
Gl. Q.5 erreicht wird. Sie liegt bei +28, 9%LJM, sofern zur Bestimmung der Viskosität
der Reinstoffe das ETM Verwendung findet. Wird die Viskosität der Reinstoffe mit
dem EBM bestimmt, liegt die Abweichung der molaren Wichtung mit +23, 7%LJM
zwar näher am Ergebnis des LJM, allerdings immer noch deutlich über der Abwei-
chung des ETM zum LJM. Grund für die größere Abweichung dürfte sein, dass
die molare Wichtung, im Gegensatz zum LJM und ETM, die unterschiedlichen Teil-
chendurchmesser der Spezies nicht berücksichtigt. Das ETM scheint daher geeignet,
den Einfluss unterschiedlich großer Teilchen auf die Viskosität eines Gasgemisches
abzuschätzen. Anzumerken ist hierbei, dass die nicht mit den experimentellen Werten
übereinstimmende Vorhersage des LJM bei größerem Benzol-Teilchendurchmesser
einen entscheidenden Einfluss auf die Viskosität des Gemisches hat. Diese ist bei grö-
ßerem Teilchendurchmesser wesentlich geringer (vergleiche + und× in Abb. 4.4). Das
verdeutlicht, wie sensibel die Modelle gegenüber der Wahl der Teilchendurchmesser
sind. Daher können von diesen keine quantitativ exakten Werte erwartet werden,
sondern nur qualitative Tendenzen.
Es bestätigt sich, dass das ETM in der Lage ist, den Einfluss unterschiedlich großer Teil-
chen auf die Viskosität in Abhängigkeit vom Massenanteil zu berücksichtigen. Dieses
gilt zumindest, wenn die Vorhersage des ETM für verschiedene Molanteile (Gl. H.33)
aber fester Temperatur mit Messwerten und einem Wichtungsmodell Gl. Q.7 nach [2],
im Folgenden WTM genannt, verglichen wird. Das WTM basiert auf einer reinen gas-
kinetischen Betrachtung und berücksichtigt nur die unterschiedlichen Massen der Teil-
chen, nicht aber deren Größen. Für die Viskosität eines Gemisches aus verschiedenen
Anteilen an Wasserstoff H2 und Argon Ar bei T = 293 K liefert das WTM eine sehr
gute Übereinstimmung mit experimentellen Werten (siehe Abb. 4.5). Grund hierfür
dürften die annähernd gleich großen, aber stark unterschiedlich schweren Teilchen
von Wasserstoff und Argon sein. Dahingegen zeigt die molare Wichtung eine voll-
ständig andere Abhängigkeit der Viskosität vom Molanteil mit einer Abweichung zu
den experimentellen Werten von bis zu etwa 40% bei x1 = 0, 73, obwohl die gleichen
Werte der Viskositäten der Reinstoffe verwendet werden. Das ETM hingegen liefert
qualitativ einen ähnlichen Verlauf wie das WTM beziehungsweise die experimentel-
len Ergebnisse. Auch die Abweichungen der Absolutwerte sind, mit Ausnahme der
Bereiche sehr dünner Gemische (x1 < 0, 2 und x1 > 0, 95) deutlich geringer, als die
Abweichungen der molaren Wichtung zum WTM beziehungsweise zum Experiment.
Zu berücksichtigen ist hierbei, dass das ETM nur experimentell bestimmte Teilchen-
durchmesser und -massen verwendet, nicht aber, wie die molare Wichtung und das
WTM, experimentell bestimmte Werte für die Viskosität der Reinstoffe. Da das ETM
sowohl die Temperaturabhängigkeit der Viskosität als auch deren Abhängigkeit vom
Molanteil akzeptabel vorhersagt, wird dieses Modell als hinreichend genau angesehen,
um den Einfluss unterschiedlicher Teilchengrößen von Gemischkomponenten auf die
Viskosität abzuschätzen.
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Abbildung 4.6.: Dynamische Viskosität von Naphthalin-Dampf, Luft, -Gemisch
Quellen: Q1= [39], Q3= [37]
Viskosität bei der SAM Das ETM zeigt für das Niveau der dynamischen Viskosität
sowohl von Luft als auch von Naphthalin-Dampf eine sehr gute Übereinstimmung
mit der empirischen Korrelationen Gl. Q.18 und Gl. Q.19 aus [37], zumindest im Tem-
peraturbereich des Stoff-Systems (siehe Abb. 4.6). Weiterhin weist das ETM mit
√
T
die gleiche Temperaturabhängigkeit auf wie alle anderen Modelle beziehungsweise
eine ähnliche wie die empirischen Korrelationen. Das ETM scheint also auch für Luft,
Naphthalin-Dampf und einem Gemisch aus beiden hinreichend gut geeignet zu sein,
um die Viskosität und deren Abhängigkeiten abzuschätzen. Anzumerken ist hierbei,
dass die empirischen Korrelationen im Vergleich zu tabellierten Einzelwerten aus
früheren Auflagen gleicher Quelle [39], [40] nur bis zu einer Temperatur T < 450 K
akzeptable Werte liefern (siehe dazu Abb. 4.7). Mit neuen Korrelationswerten Gl. Q.20
basierend auf den Tabellenwerten lässt sich die Korrelation erweitern und ist bis zu
Temperaturen von T < 2.000 K hinreichend genau. Diese erweiterte Korrelation wird
in dieser Arbeit nur für Luft im Temperaturbereich des Heißgas-Systems verwendet.
Ein bei der SAM repräsentatives Heißgas-System weist eine räumliche Temperaturdif-
ferenz von ∆T ≈ 200 K (siehe Kap. 4.2.3) und ein Temperaturniveau6 von T ≈ 1.700 K
auf. Die somit aus dem ETM folgende relative Variation der Viskosität nach Gl. 4.100
liegt bei 5, 6%MW. Diese Variation entspricht auch ungefähr jener, die mit den Werten
der neuen Korrelation (Gl. Q.20) gewonnen werden. Sie liegt bei 3, 1%MW. Bei Kühl-
systemen tritt diese Variation in der Regel als Gradient in der Temperaturgrenzschicht
auf. Da für Gase mit Pr ≈ 1 die Temperaturgrenzschicht etwa gleich groß ist wie die
6Die Kühlung einer Turbinenschaufel wird meist so ausgelegt, dass ein geringeres Temperaturniveau vorliegt,
welches die Lebensdauergrenztemperatur des Material von etwa 1.000 K nicht überschreitet. Trotzdem wir
hier das höchste vorstellbare Niveau, die Brennkammeraustrittstemperatur angenommen. Die prinzipiellen
Aussagen ändert dieses nur kaum.
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Abbildung 4.7.: Dynamische Viskosität von Luft
Quellen: Q1= [39], Q2= [40], Q3= [37]
Geschwindigkeitsgrenzschicht, weist die Skalierung mit einer Reynolds-Zahl Re eine
Ungenauigkeit von etwa 6% auf. Wird für die Reynolds-Zahl nicht die Geschwindg-
keitsgrenzschichtdicke als charakteristische Länge verwendet, sondern beispielsweise
der in der Regel wesentlich größere, hydraulische Durchmesser eines Kühlkanals, so
steigt diese Ungenauigkeit zwangsläufig weiter an.
∆η
η
=
|√T + ∆T −√T|√
T + ∆T2
(4.100)
Im Stoff-System hingegen ist die Temperaturdifferenz mit ∆T ≈ 1 K (siehe Kap. 4.2.3)
auch im Vergleich zum niedrigeren Temperaturniveau T ≈ 300 K sehr klein. Die
Viskosität von reiner Luft und reinem Naphthalin-Dampf variiert laut ETM zwangs-
läufig identisch um vernachlässigbare 0, 2%MW. Die empirischen Korrelationen liefern
für Luft und für Naphthalin-Dampf fast identische Werte von etwa 0, 3%MW. Im
ETM beeinflusst allerdings neben der Temperatur die Teilchengröße der Spezies und
auch deren Teilchendichte n die Viskosität des Gasgemisches. In allen nachfolgenden
Betrachtungen werden die für das ETM notwendigen Teilchendichten anhand der
Molekülmassen m aus dem Massenanteil des Naphthalin-Dampfes ξ2(T) berechnet.
Der Massenanteil wird, wenn nicht anders angegeben, aus der temperaturabhängigen
Beziehung für die partielle Massendichte des Naphthalin-Dampfes, Gl. 4.87, mit dem
Dampfdruck gemäß Gl. 4.88 nach [6] bestimmt. Mit diesen Größen unterscheidet sich
laut ETM die Viskosität des Gemisches nicht signifikant von der von Luft, sofern
die Temperatur nicht größer wird als T = 310 K (siehe Abb. 4.6). Oberhalb dieser
Temperatur (T > 310 K) zeigen sowohl die molare Wichtung als auch das ETM eine
von der von Luft verschiedene Viskosität des Gemisches. Hierbei ist die Abweichung
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bei T = 350 K beim ETM mit −8, 7%η1 mehr als doppelt so groß wie bei der molaren
Wichtung −3, 7%η1 . Der Einfluss der unterschiedlichen Teilchendurchmesser, welcher
nur im ETM eingeht, ist daher durchaus erkennbar. Für die bei der NSM üblicherweise
maximal auftretende Temperatur von T ≈ 300 K ist der Einfluss der unterschiedlich
großen Moleküle auf die Viskosität allerdings irrelevant klein. Die Viskosität des
Gemisches ist dann gleich der von Luft. Für die kleinen Temperatur- und Massenan-
teilsgradienten im Stoff-System ist die Viskosität daher nahezu konstant und liefert
keine weitere Ungenauigkeit bei der Skalierung der Strömung mit der Reynolds-Zahl.
Die dynamische Viskosität im Stoff-System ist also anders als im Heißgas-System nahe-
zu konstant. Es ist somit zu erwarten, dass aufgrund der Temperaturfelder im Heißgas-
System die dortige Strömung trotz gleicher Reynolds-Zahl zur Strömung im Stoff-
System messbare Unterschiede aufweisen kann. Unter den angenommenen Bedingun-
gen sind die Messergebnisse, die mittels der SAM zur Untersuchung des Einflusses der
Reynolds-Zahl mit einer Variation im Bereich von etwa±5% gewonnen werden, daher
ohne verlässliche Aussage. Für eine derartige Studie sollten deutlich größere Variati-
onsunterschiede gewählt werden, beispielweise ≥ 25%.
Schlussfolgerung Die Bedingung von räumlich und zeitlich konstanter dynamischer
Viskosität P. 13 ist für das Stoff-System sehr gut erfüllt, sofern die Temperaturen unter-
halb von T = 310 K liegen und nicht mehr als ∆T ≈ 1 K variieren. Für diese Aussage
muss die Bestimmung des Massenanteils vom Naphthalin-Dampf nach [6] die Realität
ausreichend abbilden. Für das Heißgas-System variiert die Viskosität temperaturbe-
dingt räumlich derart stark, dass die Skalierung der Reynolds-Zahl eine Ungenauig-
keit von etwa 6%MW aufweist. Somit kann bei unterschiedlichen Temperaturfeldern
trotz gleicher Reynolds-Zahl die Geschwindigkeit oder deren Grenzschichtdicke um
±3% variieren. Die Reynolds-Zahl als Parameter ist daher nur für große Variationsab-
stände, beispielsweise 25% aussagekräftig.
Bedingung der konstanten Wärmeleitfähigkeit
Aus dem ETM Gl. 4.95 folgt für
Λ = q˙ ∧ Φ = u = cv · T ∧ q˙ = λdTdy
die Abhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von der Temperatur, den Teilchenmassen
und -durchmessern sowie -dichten zu Gl. P.2. Angenommen wurde hierfür eine räum-
lich konstante isochore spezifische Wärmekapazität
∂cv → 0 ⇒ cv 6= cv(T, p) ∧ cv 6= cv(T, p, ξ)
Wärmeleitfähigkeit bei der SAM Die Wärmeleifähigkeit entspricht laut ETM, bis
auf den als konstant postulierten Faktor der spezifischen isochoren Wärmekapazität
cv, der dynamischen Viskosität η. Auch die Temperatur- und Massenanteilsabhän-
gigkeit sind daher mit denen der Viskosität identisch. Die in Kap. 4.2.5 getroffenen
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Abbildung 4.8.: Wärmekapazität von Luft
Quellen: Q1= [39], Q2= [40], Q3= [37]
Schlussfolgerungen bezüglich der Viskosität sind somit direkt auf die Wärmeleitfä-
higkeit übertragbar. Bedingung hierfür ist die hinreichende Konstanz der spezifischen
isochoren Wärmekapazität. Gemäß der getroffenen Abhängigkeit Gl. 4.6 wird diese
Forderung nur erfüllt, wenn ein nahzu isothermes und isobares System vorliegt. Im
Falle des Stoff-Systems muss weiterhin der Massenanteil einer Komponente so gering
sein, dass er keinen Einfluss auf cv hat. Da diese drei Bedingungen nicht ohne weiteres
als erfüllt angesehen werden können, werden im Folgenden die Wärmeleitfähigkeiten
mit konstanten, nominellen Wärmekapazitäten aus Kap. 4.2.3 und zum Vergleich,
soweit vorhanden, mit empirischen Korrelationen der Wärmekapazitäten berechnet.
Im Heißgas-System bei einem Temperaturniveau von T ≈ 1.700 K variiert die
spezifische isochore Wärmekapazität aufgrund der räumlichen Temperaturvariation
von ∆T ≈ 200 K um 2, 0%MW. Grundlage für diese Aussage ist eine Korrelation,
Gl. Q.25, die auf tabellierten Werten aus [39] und [40] basiert. Sie wird verwendet,
da die genauere empirische Korrelation, Gl. Q.23 aus [37], nur für Temperaturen
bis T = 450 K mit den tabellierten Werten übereinstimmt (siehe Abb. 4.8). Mit
dieser Variation der Wärmekapazität schwankt die Wärmeleitfähigkeit der Luft nach
dem ETM um 7, 6%MW fast identisch mit der Schwankung von 7, 3%MW, die eine
empirische Korrelation Gl. Q.31 basierend auf Tabellenwerten aus [39] und [40]
vorhersagt. Eine genauere und für die Wärmeleitfähigkeit der Luft im Stoff-System
verwendete empirische Korrelation, Gl. Q.29 aus [37], ist, wie bereits jene für die
Wärmekapazität und Viskosität, nur für Temperaturen kleiner T = 450 K geeignet
(siehe Abb. 4.10). Ob die Wärmeleitfähigkeit im Heißgas-System mit einer räumlichen
Variation von etwa 7, 5%MW für die WSA als hinreichend konstant anzusehen ist,
hängt von der räumlichen Variation ihres im Stoff-System analogen Wertes, dem
Diffusionskoeffizienten, ab. Schwankt der Diffusionskoeffizient räumlich in ähn-
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Tabellenwerte von cps = cvs + Rs
mit R1=287 J/(kg K); R2=64 J/(kg K)
Abbildung 4.9.: Wärmekapazität von Naphthalin-Dampf, Luft, -Gemisch
Quellen: Q1= [39], Q2= [40], Q3= [37]
licher Weise und Größe wie die Wärmeleitfähigkeit im Heißgas-System, so kann
diese als ausreichend konstant angesehen werden. Dann allerdings beinhaltet die
Wärmestromdichte, welche mit der als konstant angenommenen Wärmeleitfähigkeit
bestimmt wird, eine vom vorliegenden Temperaturverlauf abhängige Ungenauigkeit
von 7, 5%MW. Zusammen mit der Schwankung des Diffusionskoeffizienten birgt
die Übertragbarkeit von Stoff- und Wärmetransport eine Unsicherheit von etwa
2 · 7, 5%MW = 15%MW. Ist die räumliche Variation des Diffusionskoeffizienten in Art
und im Niveau deutlich von der der Wärmeleitfähigkeit im Heißgas-System ver-
schieden, so steigt die Unsicherheit wahrscheinlich deutlich, aber nicht quantifizierbar.
Im Stoff-System beeinflusst auch der Massenanteil der Komponenten die spezifisch
isochore Wärmekapazität. Allerdings zeigt sich für den angenommenen maximalen
Massenanteil des Naphthalin-Dampfes von ξ2 ≡ ∆ξa ≈ 10−3 und den als kon-
stant angenommenen nominellen spezifischen isochoren Wärmekapazitäten von
Naphthalin-Dampf cv2 ≡ cv,a ≈ 1.250 J/( kg K) und Luft cv1 ≡ cv,b ≈ 700 J/( kg K)
(siehe Kap. 4.2.3) nach der Massenanteils-Wichtung7, Gl. H.16, dass der Einfluss des
Naphthalin-Dampfes mit
cv,a(T, ρa)ξa = 1, 3
J
kg K
<< cv,b(T, ρb) [1− ξa] = 699, 3 Jkg K
vernachlässigbar klein ist. Aus Abb. 4.9 ist jedoch zu erkennen, dass der Einfluss
des Massenanteils ab einer Temperatur oberhalb von T = 310 K, wie sie jedoch bei
der NSM fast nie auftritt, zunimmt und bei T = 350 K die Wärmekapazität um
etwa 2, 2%250 K maximal erhöht. Wegen des geringen Massenanteils des Naphthalin-
7Diese Wichtung ist nicht zu verwechseln mit der molaren Wichtung nach Gl. Q.3
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Abbildung 4.10.: Wärmeleitfähigkeit von Luft
Quellen: Q1= [39], Q2= [40], Q3= [37]
Dampfes und der geringen Temperaturabhängigkeit der spezifischen isochoren
Wärmekapazität von Luft ist es aber nahezu irrelevant, ob dabei für die Wärmeka-
pazität der Reinstoffe die empirischen Korrelationen Gl. Q.23 und Gl. Q.24 aus [37]
verwendet werden oder die zur Abschätzung herangezogenen konstanten, nominellen
Werte (Kap. 4.2.3). Somit ist der Massenanteil des Naphthalin-Dampfs derart gering,
dass die angenommene und im betrachteten Temperaturbereich deutlich variierende
spezifische isochore Wärmekapazität keinen signifikanten Einfluss auf selbige des
Gemisches hat. Folglich sind diesbezüglich auch die unterschiedlichen Teilchen-
durchmesser irrelevant. Bei der NSM ist die spezifische isochore Wärmekapazität
des Naphthalin-Luft-Gemisches cv daher annähernd die von Luft cv1. Die Variation
über einen Temperaturbereich von ∆T ≈ 1 K bei einem Niveau von T ≈ 300 K ist
im Falle des Gemisches kleiner als 0, 004%MW und im Falle reiner Luft kleiner als
0, 003%MW. Die bei der Entdimensionierung der Gleichungen der SAM (Kap. 4.1.5)
vorausgesetzte Konstanz der Prandtl- und der Eckert-Zahl sowie des Koeffizienten KI
wird daher nicht durch die spezifische isochore Wärmekapazität gefährdet. Mit der
Variation der Wärmekapazität schwankt die Wärmeleitfähigkeit des Gemisches laut
ETM um 0, 2% + 0, 004% = 0, 204%MW nur unwesentlich stärker als die dynamische
Viskosität des Gemisches (≈ 0, 2%MW) und ist damit auch als ausreichend konstant
anzusehen. Ebenso ist der Einfluss des Massenanteils bei Temperaturen kleiner als
T = 310 K generell vernachlässigbar. Oberhalb dieser Temperatur steigt er jedoch an
und erzeugt bei T = 350 K eine Abweichung zur Wärmeleitfähigkeit reiner Luft von
ungefähr −6, 7%1. Die Temperaturvariation von ∆T = 1 K führt dann nicht wie bei
reiner Luft zu einer Wärmeleitfähigkeit-Schwankung von 0, 14%MW, sondern zu einer
etwas erhöhten, aber immer noch vernachlässigbaren von 0, 27%MW. Selbst wenn die
NSM mit unüblichen Temperaturen von T > 310 K aber unveränderten Differenzen
von ∆T = 1 K betrieben wird, ist die Wärmeleitfähigkeit des Gemisches ausreichend
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Abbildung 4.11.: Wärmeleitfähigkeit von Naphthalin-Dampf, Luft, -Gemisch
Quellen: Q1= [39], Q2= [40], Q3= [37]
konstant.
Anmerkung Das ETM zeigt für die Wärmeleitfähigkeit der Reinstoffe, unabhängig
von der Art der verwendeten spezifischen Wärmekapazitäten, deutliche Abweichun-
gen im Niveau und in der Temperaturabhängigkeit im Vergleich zu den empirischen
Korrelationen, Gl. Q.30 und Gl. Q.29 aus [37] (siehe Abb. 4.11). Das Niveau der Wärme-
leitfähigkeit von Luft wird etwa um den Faktor 2 unterschätzt. Dieses entspricht annä-
hernd dem Korrekturwert 2, 5, der von [36] und [41] zur Übertragung der Wärmeleit-
fähigkeit von ESM8 zum genaueren EBM angegeben wird. Für Luft liefert das ETM da-
her erwartungsgemäße Werte. Für Naphthalin-Dampf hingegen überschätzt das ETM
die Wärmeleitfähigkeit etwa um den Faktor 2 gegenüber der empirischen Korrelati-
on. Deren Gültigkeit darf jedoch bezweifelt werden, da sie nicht mit den tabellierten
Werten aus [39] und Werten, welche aus einem von [42] angegebenen Diagramm ab-
gelesenen wurden, übereinstimmt (siehe Abb. 4.12). Diese Werte sind allerdings nur
gültig für die Wärmeleitfähigkeit von Naphthalin-Dampf, welcher Temperaturen hö-
her als die Schmelztemperatur TC10H8,S = 353 K aufweist, also durch Verdampfung
aus der flüssigen Phase entstanden ist. Die Quelle [37], aus der die empirische Kor-
relation stammt, gibt keine Einschränkung des Temperaturbereichs an und verweist
auch nicht auf die eigentliche Quelle der Daten. Da jedoch dem Autor keine Veröf-
fenlichung bekannt ist, die die Wärmeleitfähigkeit von Naphthalin-Dampf explizit bei
einer Temperatur unterhalb der Schmelztemperatur angibt, also von Dampf, der durch
Sublimation entstanden ist, kann die Qualität der empirischen Korrelation nicht über-
prüft werden. Es ist zu vermuten, dass diese gänzlich unbrauchbar ist.
8Es sei hier daran erinnert, dass das ETM für Reinstoffe dem ESM entspricht
72 Theoretische Betrachtungen
T/K
λ2/(W/(m K))
Empirisch aus Q3
Schmelz-Kristallisations-Grenze: 
TC10H8,S=353 K
Sublimation
Verdampfung
Korrelation der Tabellenwerte
ETM mit Korrelation von cv2
400 600
0
0,04
0,02
1
1
2
2
      aus Q1: Dbb10
     T
     573   673    773    
     28,80 37,10 45,80
       λ2 / (W/(10
-3 m K))
Spezies 1:  C10H8
      abgelesen aus Q4
     T
     373  473  573    
     12    21   30
       λ2 / (W/(10
-3 m K))
Abbildung 4.12.: Wärmeleitfähigkeit von Naphthalin-Dampf
Quellen: Q1= [39], Q3= [37], Q4= [42]
λEmpirisch = cv,EBM · ηEBM · EKF = λEBM · EKF (4.101)
EKF =
9 · κ − 5
4
(4.102)
Ein Indiz für die Gültigkeit dieser Vermutung liefert die oft verwendete Korrektur nach
Eucken Gl. 4.101 aus [41]. Sie dient eigentlich zur Erweiterung des im Vergleich zum
ETM genaueren EBM um den Einfluss unterschiedlicher Freiheitsgrade der Moleküle
anhand eines Korrekturfaktors EKF. Der bereits angegebene Korrekturwert von 2, 5
ist der Eucken-Korrekturfaktor für Teilchen mit drei Freiheitsgraden, also kugelför-
migen Teilchen (siehe Gl. 4.104). Ist der Korrekturfaktor kleiner Eins, EKF < 1, so
signalisiert die Korrektur, dass mindestens eine der drei Größen, λ, η, cv, nicht zutref-
fend bestimmt ist. Im EKF wird die Anzahl an Freiheitsgraden FG durch den Isentro-
penexponenten κ, Gl. H.20, ausgedrückt und lässt sich entweder rein theoretisch aus
der Molekülstruktur postulieren oder aus gemessenen Größen ableiten. Die theoreti-
sche Abschätzung erfolgt anhand der Anzahl der von außen feststellbaren Träghei-
ten eines Teilchens gemäß Gl. Q.32. Für Luft und Naphthalin ergeben sich dann die
in Gl. 4.103 angegebenen Freiheitsgrade, Isentropenexponenten und Korrekturfakto-
ren. Zur experimentell basierten Feststellung der Freiheitsgrade dient das Äquipartiti-
onstheorem Gl. 4.104, welches die Energie e eines Teilchens auf dessen Freiheitsgrade
aufteilt. Da die Teilchenenergie makroskopisch der inneren Energie u nach Gl. H.12
entstpricht, lässt sich die Anzahl der Freiheitsgrade bestimmen durch die spezifische
isochore Wärmekapazität und die spezifische Gaskonstante R. Beide Größen können
aus Experimenten quantifiziert werden. Der Korrekturfaktor EKF und mit ihm auch
der Isentropenexponent lässt sich jedoch für den jeweiligen Reinstoff auch aus den
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empirischen Werten für Wärmeleitfähigkeit, spezifische isochore Wärmekapazität und
dynamische Viskosität mittels Gl. 4.105 bestimmen. Er ist dann eine Funktion der Tem-
peratur EKF(T).
Luft Zweiatomig (4.103)
FG1 = 3+ 2+ FGOszillation ∈ [5; 6]
κ1 ∈ [1, 3¯; 1, 4]
EKF1 ∈ [1; 1, 9]
C10H8 Doppelring-Molekül mit 19 Bindungen à 2 FG
FG2 = 3+ 3+ FGOszillation ∈ [6; 44]
κ2 ∈ [1, 045; 1, 3¯]
EKF2 ∈ [1, 102; 1, 749¯]
Idealteilchen Kugelförmig
FGKugel = 3
κKugel = 1, 6¯
EKFKugel = 2, 5
e =
FG · kB · T
2
≡ u = cv · T ⇒ FG = 2 · cvR (4.104)
EKF =
λempirisch
cv,empirisch · ηempirisch
(4.105)
In Abb. 4.13 sind die auf mehrfache Weisen bestimmten Korrekturfaktoren für Luft
und Naphthalin-Dampf sowie dem Gemisch aus beiden, im Temperaturbereich T ∈
[250; 350] K graphisch veranschaulicht. Für reine Luft liegt der Korrekturfaktor etwa
bei 1, 9 unabhängig von der Temperatur und davon, ob er mit nomineller spezifischer
Wärmekapazität, mit der empirischen Korrelation der spezifischen Wärmekapazität
oder aus den empirischen Korrelationen für λ, η, cv berechnet wird. Dieser Faktor
stimmt sehr gut mit dem theoretischen Wert von exakt 1, 9 für nicht angeregte, ge-
genseitige Oszillation der Atome des Moleküls überein (siehe Gl. 4.103). Daher zeigen
auch die unterschiedlichen Bestimmungen des Isentropenexponenten eine gute Über-
einstimmung und liefern einen Wertebereich von κ ∈ [1, 397; 1, 420] (siehe Abb. 4.14).
Für Naphthalin-Dampf hingegen zeigen nur die Korrekturfaktoren, die mit den Frei-
heitsgeraden aus der spezifischen isochoren Wärmekapazität (Gl. 4.104) bestimmt wer-
den, eine Übereinstimmung im Niveau. Der sich aus den theoretischen Freiheitsgraden
ohne Oszillation ergebende Wert liegt mit EKF = 1, 75 deutlich höher. Es ist daher
zu vermuten, dass real nicht nur die Freiheitsgrade der Translation und Rotation die
innere Energie von Naphthalin-Dampf darstellen, sondern auch ein Teil auf die ge-
genseitige Schwingung der Atome des Moleküls entfällt. Ein Korrekturfaktor, wie er
mit der nominellen isochoren Wärmekapazität von EKF ≈ 1, 117 ermittelt wird, ent-
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spricht etwa 39 angeregten Freiheitsgraden, also 33 Oszillationen, sowie einem Isentro-
penexponenten von κ ≈ 1, 052. Diese vergleichsweise hohe Anzahl wird durch einige
Veröffentlichungen zum Raman-Spektrum von Naphthalin gestützt, die ähnlich viele
Vibrationsfreiheitsgrade9 vermuten lassen; im kristallinen Zustand etwa 26 (aus [43])
und im flüssigen Zustand bei 371 K etwa 48 (aus [44]). Dahingegen weicht der an-
hand der empirischen Korrelationen mittels Gl. 4.105 ermittelte Korrekturfaktor nicht
nur deutlich von den zuvor genannten Werten ab, sondern liegt auch unterhalb von
Eins EKF < 1. Dieses entspricht einem Isentropenexponenten von kleiner Eins κ < 1,
was einer negativen Anzahl an Freiheitsgraden entspricht und folglich unphysikalisch
ist. Ursache hierfür kann nur die empirische Korrelation zur Wärmeleitfähigkeit von
Naphthalin-Dampf sein, da die spezifische isochore Wärmekapazität und die dyna-
mische Viskosität, wie zuvor gezeigt, als zutreffend bestimmt angesehen werden kön-
nen. Die Vermutung, dass die Korrelation unbrauchbar ist, dürfte damit bestätigt sein.
Um trotzdem einen Anhaltspunkt für die reale Wärmeleitfähigkeit von Naphthalin-
Dampf zu erhalten, wird die Eucken-Korrektur Gl. 4.101 sowohl auf die Vorhersage
des ETM als auch auf das Produkt der empirischen Korrelationen von cv und η ange-
wendet. Der Korrekturfaktor wird im Falle von Luft zu jenem konstant angenommen,
der sich aus den theoretischen Freiheitsgraden ohne Oszillation ergibt (Gl. 4.103). Für
den Naphthalin-Dampf hingegen werden die theoretischen Oszillationsfreiheitsgrade
vollständig im Korrekturfaktor berücksichtigt. Ergänzend zu den bereits diskutierten
Wärmeleitfähigkeiten sind in Abb. 4.11 die Ergebnisse dieses Vorgehens visualisiert.
Für Luft weicht die Wärmeleitfähigkeit nach der Korrektur nicht nennenswert von
der empirischen Korrelation der Wärmeleitfähigkeit ab. Auch das vom ETM vorher-
gesagte Niveau der Wärmeleitfähigkeit stimmt nach der Korrektur mit der empiri-
schen Korrelation annehmbar überein. Die Eucken-Korrektur funktioniert daher nicht
nur für das EBM, sondern auch für das ETM mit ausreichender Genauigkeit. Für die
Wärmeleitfähigkeit des Naphthalin-Dampfes zeigt das korrigierte ETM, wie auch das
korrigierte Produkt cv · η, eine Erhöhung von EKF(κ2 =̂ 1, 045) − 1 ≈ +10, 2%. Da-
durch gleicht sich das Niveau beider Vorhersagen auf einen ausreichend genauen Wert
an. Bei Temperaturen nahe des Schmelzpunktes T ∈ [340; 353] K entspricht die so er-
mittelte Wärmeleitfähigkeit fast jener, die durch Extrapolation der empirischen Kor-
relation für Naphthalin-Dampf oberhalb der Schmelztemperatur vorhergesagt wird.
Es ist daher zu vermuten, dass die hohe Anzahl an relevanten Freiheitsgraden des
Naphthalin-Moleküls zutreffend ist. Als vertrauenswürdigstes Modell für die Wärme-
leitfähigkeit von Naphthalin-Dampf wird daher das korrigierte ETM angenommen.
Für das Gemisch lässt sich das ETM durch die Eucken-Korrektur nicht ohne weite-
re Annahmen korrigieren. Allerdings interessiert für die Konstanz der Wärmeleitfä-
higkeit des Gemisches im Stoff-System nur deren Änderung im Temperaturbereich
T ± ∆T/2 ∈ [295, 5; 300, 5] K. Diese lässt sich durch den vernachlässigbaren Einfluss
des Massenanteils auch aus den molar gewichteten Wärmeleitfähigkeiten der Rein-
stoffe entnehmen. Die so gewonnene Variation der Wärmeleitfähigkeit des Gemisches
erhöht sich durch die Eucken-Korrektur von etwa 0, 15% auf zirka 0, 16% und bleibt
damit vernachlässigbar. Ferner variiert in diesem Temperaturbereich der Isentropen-
9Anzumerken ist hierbei, dass der jeweilige Freiheitsgrad nicht vollständig auf die Energie 1/2 · kB ·R angeregt
sein muss.
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Abbildung 4.13.: Eucken Korrektur-Faktor von Naphthalin-Dampf, Luft, -Gemisch
exponent des Gemisches um vernachlässsigbare 0, 003%MW und ist mit κ = 1, 399
fast identisch mit dem theoretischen Wert κ = 1, 4 für Luft als zweiatomiges Mole-
kül mit fünf Freiheitsgraden. Die bei der Entdimensionierung der Gleichungen der
SAM (Kap. 4.1.5) vorausgesetzte Konstanz der Prandtl- und Eckert-Zahl wird daher
nicht durch den Isentropenexponenten gefährdet. Allerdings ist die Annahme von ku-
gelförmigen und daher nur drei wirksame Freiheitsgrade zeigenden Teilchen P. 11, die
folglich einen Isentropenexponenten von κ = 1, 6¯ besitzen, nicht erfüllt. Durch die Ver-
nachlässigung der zwei Freiheitsgrade der Fluide der SAM liefern alle Modelle, die
auf der 1/6 Verteilung beruhen, also auch das ETM, Werte für die Materialkoeffizi-
enten, die von den experimentell bestimmten abweichen. Lediglich für die Wärme-
leitfähigkeit der Reinstoffe lässt sich diese Abweichung durch die Eucken-Korrektur
quantifizieren und minimieren. Für die dynamische Viskosität, die spezifische isocho-
re Wärmekapazität und den im Folgenden noch diskutierten Diffusionskoeffizienten
kann die Abweichung nicht analytisch korrigiert werden. Das vom ETM vorhergesagte
Niveau dieser Größen ist daher nicht aussagekräftig.
Schlussfolgerung Da die Veränderung der spezifischen isochoren Wärmekapazität im
jeweilig betrachteten System und Temperaturbereich keinen nennenswerten Einfluss
hat, können die in Kap. 4.2.5 getroffenen Schlussfolgerungen bezüglich der Viskosi-
tät direkt auf die Wärmeleitfähigkeit übertragen werden. Folglich ist die Bedingung
von räumlich konstanter Wärmeleitfähigkeit P. 14 für das Stoff-System sehr gut er-
füllt, sofern die Temperaturen unterhalb von T = 310 K liegen und nicht mehr als
∆T ≈ 1 K variieren (siehe Abb. 4.11). Für diese Aussage muss die Bestimmung des
Massenanteils vom Naphthalin-Dampf nach [6] die Realität ausreichend abbilden. Im
Heißgas-System alllerdings variiert die Wärmeleitfähigkeit temperaturbedingt räum-
lich mit 7, 5%MW derart stark, dass sie nur im Falle annähernd analoger räumlicher
Verteilung des Diffusionskoeffizienten im Stoff-System für die WSA als konstant an-
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Abbildung 4.14.: Isentropenexponent von Naphthalin-Dampf, Luft, -Gemisch
gesehen werden kann. Jedoch selbst dann ist mit einer Übertragungsunsicherheit von
Wärme- und Stofftransport von 15%MW zu rechnen.
Bedingung des konstanten Diﬀusionskoeﬃzienten
Aus dem ETM Gl. 4.95 folgt für
Λ = j∗12 ∧ Φ = ξ1 ∧ j∗12 = ρD
dξ1
dy
die Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Temperatur, den Teilchenmas-
sen und -durchmessern sowie -dichten zu Gl. 4.106. Es ist leicht ersichtlich, dass
das ETM eine Schmidt-Zahl (Gl. 4.36) von Sc = 1 liefert. Experimentelle Werte der
Schmidt-Zahl liegen nach [36] für Gase bei einer Temperatur T ≈ 300 K bei etwa
Sc ≈ 0, 7...0, 75. Folglich dürfte der in Abb. 4.15 gezeigte Diffusionskoeffizient für das
Naphthalin-Luft-Gemisch, berechnet durch das ETM, um 25%...30% unterschätzt wer-
den, sofern die Vorhersage des ETM bezüglich der Viskosität als korrekt angenommen
wird.
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Abbildung 4.15.: Diffusionskoeffizient beim Naphthalin-Luft-Gemisch
Quellen: siehe Text
D ETM=
η
ρ
=
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2
entspricht Gl. P.3 (4.106)
Vergleich Die unterschätzende Tendenz wird allerdings von keinem anderen Modell
und auch keiner empirischen Korrelation zur Quantifizierung des Diffusionskoeffi-
zienten bestätigt (siehe Abb. 4.15, die Gleichungen aller Modelle und Korrelationen
sowie die verwendeten Werte finden sich in Kap. Q.5). Vielmehr liefern alle anderen
Bestimmungsmethoden deutlich geringere Diffusionskoeffizienten als das ETM,
wobei diese zugleich einen großen Wertebereich abdecken. Wie bereits erwähnt, ist
das vom ETM vorhergesagte Niveau eines Materialkoeffizienten nicht aussagekräftig
und für die Konstanz des Diffusionskoeffizienten bei der NSM ist dessen Niveau auch
irrelevant. Jedoch zeigt der nachfolgende Vergleich der verschiedenen Modelle und
78 Theoretische Betrachtungen
Korrelationen, dass der Diffusionskoeffizient eines Naphthalin-Luft-Gemisches noch
nicht eindeutig quantifiziert worden ist.
Die rein theoretischen, auf der Gaskinetik beruhenden Modelle, CHAPMAN und
MERSMANN, sagen die geringsten Diffusionskoeffizienten und die kleinsten Tem-
peraturabhängigkeiten voraus, weichen jedoch selbst um zirka 45%CHAPMANN
voneinander ab (siehe Abb. 4.15). Das Modell mit den kleinsten Fehlern zu expe-
rimentellen Werten, verglichen mit anderen theoretischen und halbempirischen
Modellen, liefert laut [45] das Modell FULLER (Gl. Q.8 aus [46]). Allerdings zeigt
dieses Abweichungen zu den Messwerten von bis zu etwa −21%FULLER. Die al-
ternativen halbempirischen Modelle, CHEN (Gl. Q.14 aus [47]), PRESSER (Gl. Q.13
aus [6]) und ICT (Gl. Q.12 aus [48]), zeigen etwas größere relative Abweichungen
untereinander und zu den Messwerten, mit Ausnahme jener, die jeweils als Stütz-
wert10 verwendet werden. Auch die rein experimentelle Korrelation CHO (Gl. Q.11
aus [51]), welche auf 59 Einzelmessungen im Temperaturbereich T ∈ [274, 6; 327, 1] K
basiert, zeigt Abweichungen zu den anderen experimentellen Werten von bis zu
20%CHO. Die Streuung der experimentellen Ergebnisse ist jedoch, verglichen mit den
Abweichungen zu den theoretischen Modellen, gering. Dieses dürfte an den ähnlichen
experimentellen Vorgehensweisen und den dabei identisch getroffenen Annahmen
liegen. Vor allem das treibende und damit maßgebende Konzentrationsgefälle, um
den Diffusionskoeffizienten experimentell zu quantifizieren, wird in allen Fällen auf
gleiche Art postuliert. So wird die partielle Massendichte des Naphthalin-Dampfs in
der Luft, direkt an der Oberfläche des als Feststoff vorliegenden Naphthalins, aus dem
Dampfdruck und unter der Annahme von thermisch idealem Gas bestimmt. Es ergibt
sich nach [6] der bereits bei den anderen Materialkoeffizienten verwendete und in
Abb. 4.15 dargestellte Verlauf des Massenanteils des Naphthalin-Dampfs ξ2. Für den
Dampfdruck werden dabei ebenfalls experimentelle Korrelationen verwendet. Die
Gleichsetzung von partiellem Druck und Dampfdruck ist jedoch nur dann korrekt,
wenn Gleichgewicht der Phasen vorliegt, die Naphthalin-Kristalle also netto nicht
sublimieren und damit auch kein Nettodiffusionsstrom existiert. Dieses widerspricht
dem eigentlichen Messwert der Experimente, dem tatsächlich vorliegenden Net-
tostoffstrom. Begründet wird dieses Paradoxon dadurch, dass die Differenz von
Dampfdruck und partiellem Druck an der Oberfläche eines Naphthalin-Kristalls, im
Weiteren auch als Sublimationsdruckgefälle bezeichnet, wesentlich kleiner ist als die
Differenz von jenem partiellen Druck nahe des Kristalls zu jenem hinreichend weit
entfernt von diesem, im Weiteren auch als Diffusionsdruckgefälle bezeichnet. Die
Wirkung des treibenden Konzentrations- beziehungsweise Partialdruckgefälles (Dif-
fusionsdruckgefälle) wird also ohne Nachweis als viel stärker angenommen, als die
Abweichung vom Gleichgewicht (Sublimationsdruckgefälle). Ist dem im Experiment
nicht so gegeben, wird der tatsächliche Diffusionskoeffizient folglich größer sein,
da das reale Diffusionsdruckgefälle kleiner ist als angenommen. Eine ausführlichere
Diskussion dieser Thematik erfolgt in Kap. 5.1.2. An dieser Stelle sei nur festgehalten,
10Zu beachten ist hierbei, dass der Stützwert PRESSER, welcher aus [6] stammt, aus [48] falsch zitiert wird und
er eigentlich dem Stüzwert ICT entspricht. Ebenso ist der Stützwert CALDWELL für das Modell CHEN eine
in [49] vorgenommene Korrektur des Wertes MACK aus [50].
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dass das Niveau der experimentell bestimmten Diffusionskoeffizienten möglicherwei-
se durch die Postulierung des treibenden Konzentrationsgefälles unterschätzt wird.
Weiterhin wird die Temperaturabhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von den
experimentellen Modellen ähnlich und in der Art
Tb ∀ b ∈ [1, 75; 2, 00]
vorhergesagt. Auch hier kann die Postulierung des Diffusionsdruckgefälles einen ver-
fälschenden Einfluss haben. Allerdings zeigen auch die theoretischen und halbempi-
rischen Modelle, abgesehen vom Modell MERSMANN, eine tendenziell ähnliche Ab-
hängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Temperatur, in der Art
Tb ∀ b ∈ [0, 50; 1, 75]
Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass nur die Modelle CHO, PRESSER
und ICT eine vertretbare, aber möglicherweise durch den systematischen Fehler der
Postulierung des Sublimationsdruckgefälles hervorgerufene, Abweichung von etwa
20% zeigen. Der tatsächliche Diffusionskoeffizient und dessen Temperaturabhängig-
keit des Naphthalin-Luft-Gemisches muss daher als nahezu unbekannt erachtet wer-
den. Folglich fehlt die Validierungsmöglichkeit für die Vorhersage des ETM bezüglich
des Diffusionskoeffizienten. Jedoch ist das ETM das einzige Modell, dass die unter-
schiedlichen Teilchengrößen und die Massenanteile berücksichtigt. Um diesen Einfluss
von Massenanteil und Molekülgröße abschätzen zu können, dürfte der qualitative Ver-
gleich der Ergebnisse des ETM mit denen der anderen Modelle ausreichend sein, ob-
wohl das Niveau des Diffusionskoeffizienten in jedem Modell stark unterschiedlich
ist.
Diﬀusionskoeﬃzient bei der SAM Laut dem ETM ist der Diffusionskoeffizient des
Naphthalin-Luft-Gemisches bis zu einer Temperatur von T ≈ 310 K annähernd pro-
portional zur Temperatur. Oberhalb dieser Temperatur verringert sich der Diffusions-
koeffizient mit steigender Temperatur nichtlinear und erreicht bei T = 350 K einen um
etwa 3, 7%330 K geringeren Wert als das Maximum bei T ≈ 330 K. Dieses Abflachen ist
bei allen anderen Modellen nicht vorhanden, da es sich dabei um den Einfluss des mit
der Temperatur steigenden Massenanteils ξ2 des Naphthalin-Dampfes handelt. Die-
se Konzentrationsabhängigkeit stellt einen großen Anteil der Temperaturabhängigkeit
dar und ist in der Lage, den Diffusionskoeffizienten trotz Erhöhung der Temperatur
zu verringern. Allerdings ist dieser Effekt im Vergleich zur Abweichung der Modelle
untereinander vernachlässigbar klein, sodass die in [52] getroffene Annahme eines für
technisch relevante Systeme konzentrationsunabhängigen Diffusionskoeffizienten ge-
rechtfertigt scheint. Selbst wenn die Abhängigkeit vom Massenanteil durch das ETM
richtig vorhergesagt wird, ist dieser Einfluss bei der NSM vernachlässigbar, da wäh-
rend der Experimente die Temperaturen unterhalb von T = 310 K liegen. Aufgrund
der von den Modellen nicht eindeutig vorhergesagten Temperaturabhängigkeit der
Art
Tb ∀ b ∈ [0, 50; 2, 00]
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verfälscht das Einbeziehen der während eines Experiments im Stoff-Systems vorherr-
schenden Temperatur, wie es in [6] und vielen anderen Veröffentlichungen durchge-
führt wird, die Messergebnisse willkürlich. Zur Erhaltung der Nachvollziehbarkeit
ist es daher sinnvoller, einen für alle Experimente gleichen Diffusionskoeffizienten zu
postulieren, auch wenn dieser nicht immer dem real vorliegenden entspricht. Sofern in
allen Experimenten die Temperaturen annähernd gleich und räumlich konstant sind
und die Diffusionsdruckgefälle ebenfalls als identisch angenommen werden, dürfte
dieses Vorgehen gerechtfertigt sein. Allerdings erfüllt es formal nicht die in Kap. 4.2.2
diskutierte und für die WSA zwingend zu erfüllende Bedingung
∂
∂x
(D ρ)︸ ︷︷ ︸
Stoff-System
!∼ ∂λ
∂x︸︷︷︸
Heißgas-System
da die Massendichte ρ als konstant postuliert wird, jedoch die Wärmeleitfähigkeit λ
bei repräsentativen Bedinungen um zirka 7, 5%MW über die Temperaturgrenzschicht
variiert. Die größte zu erwartende Schwankung des Diffusionskoeffizienten über die
Konzentrationsgrenzschicht tritt bei der Temperaturabhängigkeit T2 auf. Sie ist mit et-
wa 0, 7%MW, wie zur Steigerung der Vergleichbarkeit angenommen, vernachlässigbar
und wesentlich kleiner als die der Wärmeleitfähigkeit. Die WSA und damit auch die
Übertragung von Wärme- und Stoffübergangskoeffizient (Gl. 2.1, Gl. 2.2) zeigt daher
eine Unsicherheit von mindestens ±3, 75%.
Anmerkung In der bei der SAM verwendeten Form des Diffusionskoeffizienten sind
die Anteile der Thermo- und Druckdiffusion bisher ohne Nachweis vernachlässigt (sie-
he Term B und D in Gl. H.27). Da die Annahme gleich schwerer Teilchen P. 18 beim
Naphthalin-Luft-Gemisch nicht erfüllt ist und weiterhin nicht bestimmt werden kann,
ob die Bedinungen nach Isothermie und Isobarität durch die repräsentativen Werte
des Stoff-Systems hinreichend erfüllt sind, muss zur Vernachlässigung der Druck- und
Thermodiffusion deren Größenordnung deutlich kleiner sein, als die der konzentrati-
onsbedingten Diffusion.
∂ln(p)
∂xi
c s ln(p|x=0)− ln(p|x=δξ )
δξ
(4.107)
∂
∂xi
(nn
n
) c s n2,nom,x=0 − n2,nom,x=δξ
δξ
(4.108)
Für die Druckdiffusion lässt sich diese Abschätzung vollständig durchführen, da
sie denselben Koeffizienten Dns,i besitzt wie die konzentrationsgetriebene Diffusion.
Hierzu wird der im Term B (siehe Gl. H.27) enthaltene Gradient durch die Druckän-
derung über die Konzentrationsgrenzschicht δξ gemäß Gl. 4.107 linear angenähert.
Die Approximation des Gradienten in Term A (siehe Gl. H.27) erfolgt durch die
Konzentrationsänderung über die Konzentrationsgrenzschichtdicke mit Gl. 4.108.
Für die quantitative Abschätzung werden neben den in Kap. 4.2.3 angegebenen auch
4.2. UNSICHERHEIT DER SAM 81
nachfolgend aufgelistete, repräsentative Werte verwendet. Anzumerken ist hierbei,
dass der Druck am Rand der Konzentrationsgrenzschicht p|x=δξ angenommen wird
zu jenem Druck an der Wand, vermindert um den dynamischen Druck und die Zen-
trifugalwirkung. Dieses dürfte die maximale Druckänderung über die Grenzschicht
in einem rotierenden Strömungskanal sein und wird nur auf Wänden auftreten, deren
Normalenvektor radial nach außen zeigt.
δξ ≈ Lchar ≈ 10−2 m
p|x=0 =̂ 105 Pa
p|x=δξ
!
= p|x=0
−w2char ·ρnom2 − ρnomω2Lchar
=̂ 105 Pa− 15 Pa− 30 Pa
= 0, 999.55 · 105 Pa
n1,nom|x=0 = 24.096 · 1021 1/m3
n2,nom|x=0 = 3 · 1021 1/m3
nnom|x=0 = n1,nom|x=0 + n2,nom|x=0
= 24.099 · 1021 1/m3
n2,nom|x=δξ = 0 1/m3
ρ1,nom|x=0 = n1,nom|x=0 ·m1
= 1, 2 kg/m3
ρ2,nom|x=0 = n2,nom|x=0 ·m2
= 6, 8 · 10−4 kg/m3
ρnom|x=0 = ρ1,nom|x=0 + ρ2,nom|x=0
= 1, 2008 kg/m3
Die quantitative Abschätzung, Gl. 4.109, bestätigt die Annahme P. 19 von vernach-
lässigbarer Druckdiffusion, sofern die Druckänderung über die Konzentrationsgrenz-
schicht in der Größenordnung von O (∆p) = 100 pa liegt. Erst wenn die Änderung
zirka 25% des Drucks an der Wand erreicht, also etwa 25.000 Pa, ist die druckgetriebe-
ne Diffusion gleichwertig mit der konzentrationsgetriebenen. Dieses gilt jedoch nur für
den Anteil, den der Naphthalin-Dampf liefert. Die Teilchen der Luft unterliegen dann
noch nicht signifikant der Druckdiffusion. Derartig hohe Druckgradienten dürften nur
in wenigen technischen Fällen auftreten und dann auch nicht die Untersuchung mit-
tels SAM bedingen. Die Druckdiffusion ist bei der SAM daher vernachlässigbar und
die Annahme P. 19 gerechtfertigt.∣∣∣∣ ∂∂xi
(nn
n
) ∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
zu A
!
∣∣∣∣ ∂ln(p)∂xi
[
nn
n
− ρn
ρ
] ∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
zu B
(4.109)
99, 987.5 1/m  0, 000.02 1/m Für nn = n1
0, 012 1/m  0, 000.02 1/m Für nn = n2
O (TermA) = O (TermB)
∀p|x=δξ = exp
(
δξ · ∂∂xi
( nn
n
)
nn
n − ρnρ
)
· p|x=0 ≈̂ 0, 75 · p|x=0
Im Gegensatz zur druck- und konzentrationsgetriebenen Diffusion wird die Thermo-
diffusion durch einen eigenen, für Naphthalin dem Autor nicht bekannten Koeffizien-
ten DTn,i determiniert. Daher lässt sich die Größe des ensprechenden Term D nicht voll-
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ständig abschätzen. Allerdings zeigen Untersuchungen [53] zum Soret-Koeffizienten
ST =
Dxw
DThermodiffusion
von Molekülen, die dem Naphthalin-Molekül sehr ähnlichen sind, dass die Thermo-
diffusion nur einen Anteil von etwa 10−3/ K an der effektiven Diffusion hat. Damit
ist zu vermuten, dass die Annahme von vernachlässigbarer Thermodiffusion P. 21 ge-
rechtfertigt ist. Ein Beweis hierfür kann in dieser Arbeit nicht erbracht werden.
Einﬂuss der Druckschwankung auf den Stoﬀtransport Bei der Abschätzung des Ein-
flusses der Geschwindigkeitsdivergenz auf die innere Energie des Stoff-Systems im
GF II in Kap. 4.2.3 folgt die angenommene, repräsentative Temperaturschwankung
von ∆T = 1 K aus einer Druckvariation von 625 Pa. Diese verursacht, bei Annah-
me der maximal gefundenen Temperaturabhängigkeit T2, eine vernachlässigbar kleine
Schwankung des Diffusionskoeffizienten von ungefähr 0, 7%MW. Sofern das Druckfeld
des Stoff-Systems räumlich wie zeitlich nur Variationen von kleiner 600 Pa aufweist,
ist deren Einfluss auf den Stoffübergang daher irrelevant.
Schlussfolgerung Die Bedingung eines räumlich und zeitlich konstanten Diffusions-
koeffizienten des Naphthalin-Luft-Gemisches P. 20 kann mangels eindeutigem Vor-
hersagemodell nicht abgeschätzt werden. Der Einfluss des Massenanteils ξ2 und der
Temperatur T ist zu ungenau bekannt, um durch das Einbeziehen dieser Größen eine
erhöhte Aussagequalität zu erreichen. Als einziger Ausweg bleibt die Notwendigkeit,
die Temperaturen und das treibende Diffusionsdruckgefälle im Stoff-System räumlich
sowie über alle Experimente konstant zu halten. Hiermit wird auch der Einfluss ei-
ner etwaigen Thermodiffusion so gering gehalten wie möglich. Zur Beschreibung des
Stoffübergangs ist dann ein willkürlicher, aber für alle Experimente gleicher Diffusi-
onskoeffizient zu verwenden, um Missinterpretationen auszuschließen.
4.2.6. Folge aus den Vereinfachungen
Die Erkenntnisse aus der vorangegangenen Diskussion und Abschätzung zur Gültig-
keit aller getroffenen Postulate sind in Tab. 4.1 zusammengefasst. In dieser Übersicht
nicht detailliert enthalten sind die in der Einleitung von Kap. 4.2 bereits ohne quan-
tifizierbaren Beweis als zutreffend erachteten Postulate P. 1 bis P. 9 sowie P. 22. Die
Gültigkeit der Annahmen wird dabei durch die nachfolgend erläuterten acht Kenn-
zeichnungen vereinfacht angegeben. Diese beruhen auf der jeweiligen Unsicherheit
des betreffenden Postulats, welche entweder als Schwankung um den Mittelwert %MW
oder als Größenordnungsfaktor bezüglich eines interessierenden Effekts ebenfalls auf-
geführt ist. Existiert eine relevante Schlussfolgerung aus der Abschätzung, ist diese
verbal und sofern möglich auch quantitativ angegeben.
Fazit Die Übereinstimmung der notwendigen Annahmen zur Gültigkeit der SAM
mit den real vorliegenden Bedingungen ist teilweise nicht gegeben oder kann nicht
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! : ohne Beweis als zutreffend erachtet GF I : nur gültig für GF I : nicht zutreffend GF II : nur gültig für GF II : zutreffend abgeschätzt HS : nur gültig im Heißgas-System
? : unbekannt SS : nur gültig im Stoff-System
abgeschätzt werden. Eine abschließende Quantifizierung der gesamten Ungenauigkeit
der SAM mit Berücksichtigung aller einzelnen Aspekte wie die Strömungsskalie-
rung, die WSA und die Materialgesetzte sowie deren Koeffizienten, ist daher mit
rein theoretischen Betrachtungen nicht allgemeingültig möglich. Allein durch die
Gegenüberstellung experimentell gewonnener Ergebnisse, bei definiert variierten
Bedingungen sowohl im Stoff- als auch im Heißgas-System, wird die Unsicherheit
quantifizierbar und damit als Ungenauigkeit der SAM angebbar sein. Beispielsweise
würde die Bestimmung des Wärmeübergangs im Heißgas-System bei unterschiedli-
chen Temperaturniveaus und -differenzen den Einfluss der um ±3, 75% varrierenden
Wärmeleitfähigkeit ermöglichen. Der Vergleich zum nahezu konstanten Diffusions-
koeffizienten ließe dann quantitative Rückschlüsse auf das Zutreffen der WSA zu.
Ebenso würde diese Untersuchung zeigen, ob die Unsicherheit der Reynolds-Zahl-
Skalierung von ±3, 15% aufgrund temperaturbedingter, räumlich unterschiedlicher
Viskosität einen ausreichend großen Einfluss auf die Wandschubspannungen hat, so-
dass sich je nach Temperaturdifferenz unterschiedliche Wärmeübergangskoeffizienten
einstellen. Der Vergleich zum Stoffübergangskoeffizienten im Stoff-System, welcher
sich durch eine Strömung mit nahezu konstanter Viskosität ergibt, relativierte dann
die Angabe der Ungenauigkeit der WSA im Bezug auf den Einfluss nicht identischer
Strömungen. Es wären jedoch zu jedem, nicht als erfüllt angesehenen Postulat um-
fangreiche Variationsstudien notwendig, um die gesamte Ungenauigkeit der SAM
zu bestimmen. Dieser Aufwand ist aus wissenschaftlicher Sicht gerechtfertigt. Trotz
den Genauigkeitsforderungen von etwa ±3%, welche sich bei der Entwicklung von
technischen Anwendungen stellen (siehe Kap. 2.3), wird er allerdings nur selten als
notwendig erachtet und führt zwangsläufig zur Akzeptanz der Unsicherheiten. Vor
diesem Hintergrund werden viele Untersuchungen mit Schwerpunkt auf einzelnen
Aspekten, wie beispielsweise Wärmeübergang oder Strömungsablösung, ohne die
Klärung der Unsicherheit durchgeführt und die Ergebnisse in empirischen Korrelatio-
nen zusammengefasst. Deren quantifizierbare Gültigkeitsbereiche können sich dabei
nur auf die untersuchten Parameter beschränken. Weder die Übertragbarkeit noch die
Erkenntnismöglichkeit aus derartigen Korrelationen ist daher gegeben.
Für die Transferfunktion ft Gl. 4.110 der SAM zur Übertragung von Wärme- und
Stofftransport lässt sich allerdings nach Gl. 4.111 die minimale Unsicherheit zu U fT ≈
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16, 2%MW = ±8, 1% berechnen.
fT =
α
β
D
λ
∆T
∆ξa
Lchar,ξ
Lchar,T︸ ︷︷ ︸
=̂1
Ren=̂0Rom=̂0 (4.110)
U fT =
fT.max − fT.min
1/2 [ fT.max + fT.min]
(4.111)
fT.max =
D [1+UD] Re [1+URe] Ro [1+URo]
λ [1−Uλ]
fT.min =
D [1−UD] Re [1−URe] Ro [1−URo]
λ [1+Uλ]
Hierbei werden die Unsicherheiten der Reynolds-Zahl-Skalierung und der
Rotationszahl-Skalierung nicht über deren Exponenten angegeben, sondern durch die
ermittelte relative Variation URe und URo. Die Exponenten ergäben sich bei expliziten
Werten für Re und Ro zu
n = 1+ logRe (1−URe) ... 1+ logRe (1+URe)
m = 1+ logRo (1−URo) ... 1+ logRo (1+URo)
In der Unsicherheit der Transferfunktion ist der relativ große Einfluss des Druckterms
auf die innere Energie des Heißgas-Systems im GF II, welcher zur Nichterfüllung der
WSA führt, unberücksichtigt. Auch die aus ihm ableitbare Unsicherheit des Wärme-
übergangs von ±5% für eine Drehzahlschwankung von ±0, 2% ist nicht mit einbezo-
gen. Ebenso fehlt der Anteil der Unsicherheit durch die Kompressibilität des Fluids
sowie der nicht gegebenen Fick’schen Diffusion im Stoff-System. Daher wird die tat-
sächliche Ungenauigkeit der SAM deutlich größer sein als die Unsicherheit der Trans-
ferfunktion von U fT ≈ ±8%. Vermutlich wird dadurch auch die Güte von qualitativen
Aussagen beeinträchtigt, die mit der SAM ermittelt werden. Dieses muss bei der Inter-
pretation von Ergebnissen bedacht werden.
Anmerkung In der ersten Veröffentlichung [14] zur Nusselt-Zahl11 wird die Proble-
matik der nicht konstanten Materialkoeffizienten bereits verdeutlicht. Die Betrachtung
erfolgt allerdings nur für die Temperaturabhängigkeit. Um diese Abhängigkeit nähe-
rungsweise zu berücksichtigen, werden als konstante Materialkoeffizienten die inte-
gralen Mittelwerte der jeweiligen Materialkoeffizienten DKm gemäß Gl. 4.112 verwen-
det.
DKm =
1
∆T
∫ T+∆T
T
DK(T)dT DK : Materialkoeffizient (4.112)
∆T
Tm
=
∫ T+∆T
T
dT
T
⇒ Tm = ∆T
ln
(
T+∆T
T
) (4.113)
11In [14] ist die Wärmeübergangszahl mit A gekennzeichnet und trägt noch nicht den Namen Nusselt-Zahl.
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DK(T )
DK(T+∆T )
DK(T )
DKm
T0
Tm
TT+∆T
T+∆T/2T(DKm)
DK(T+∆T )+DK(T )
               2
∆DK =
DK(T+∆T )−DK(T )
DK =
abwDK
abwT DK(T ) ∼ ln(T )
Abbildung 4.16.: Maßstäbliche Skizze zur Bildung des integralen Mittelwerts eines Ma-
terialkoeffizienten DKm, des logarithmischen Mittelwerts der Temperatur Tm sowie der
relativen Variation ∆DK/DK über die Temperaturdifferenz ∆T
Die Temperatur des Systems wird konstant als logarithmischer Mittelwert Tm der auf-
tretenden Temperaturen nach Gl. 4.113 angenommen. In Abb. 4.16 ist beispielhaft die
Temperaturabhängigkeit eines Materialkoeffizienten DK(T) sowie dessen Mittelung
dargestellt. Durch die integrale Mittelung ergibt sich ein konstanter Materialkoeffizi-
ent DKm. Die zu ihm gehörende Temperatur T(DKm) entspricht nur der logarithmisch
gemittelten Temperatur Tm, wenn der Materialkoeffizient logarithmisch von der Tem-
peratur abhängt und die Temperaturdifferenz im Vergleich zum Temperaturniveau ex-
trem klein ist
T(DKm) ≡ Tm ⇔ abwT → 0 ∀ DK(T) ∼ ln(T) ∧ ∆T << T
Trifft beides zu, so ist die Temperaturabhängigkeit des Materialkoeffizienten fast linear
im Bereich von T bis T + ∆T. Dann ist auch die Abweichung vom integralen Mittel-
wert DKm zum arithmetischen Mittelwert DK vernachlässigbar klein (absDK → 0) und
die relative Abweichung des Materialkoeffizienten ∆DK/DK ist ein gutes Maß für die
Unsicherheit des Näherungsverfahrens. Allein aus den relativen Variationen der Vis-
kosität ∆η/η und der Wärmeleitfähigkeit ∆λ/λ im Heißgas-System ergibt sich bereits
eine unvermeidbare Unsicherheit von ±6, 75%. Somit zeigt auch das augenscheinlich
genauere Näherungsverfahren aus [14] keine wesentlich geringere Unsicherheit als die
Verwendung von beliebigen konstanten Werten der Materialkoeffizienten im Bereich
T bis T + ∆T.
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4.3. Skalierbarkeit der Bewegungsgleichung
Grundprinzip der SAM ist die Übertragung von Erkenntnissen über den Stofftrans-
port im Stoff-System auf den Wärmetransport im Heißgas-System. Dazu werden
die dimensionslosen Gleichungen der SAM verwendet, obwohl diese die realen
Eigenschaften des Heißgas- und Stoff-Systems nur ungenau abbilden. Jedoch besteht
unabhängig von dieser Ungenauigkeit noch eine weitere Beeinflussung der Aus-
sagequalität, die Skalierbarkeit. Insbesondere aus der Impulserhaltungsgleichung,
Gl. 4.74, welche die Bewegung des Fluids beschreibt, werden diesbezüglich generelle
Rückschlüsse gezogen.
Zentrifugalkraft: −ρ~ω× (~ω×~x) ≡ −ρ ω2r im GF II
Coriolis-Kraft: −ρ2~ω× ~u ≡ −ρ 2ωu im GF II
Rotationszahl Ro ≡ ω2rωu im GF II
Ro ≡ ωru im GF II, keine Pumpwirkung
angelehnt an Gl. 4.50, Gl. 4.51, Gl. 4.58 aus Kap. 4.1.5
Zur Anwendung der NSM ist es oft notwendig das Strömungsvolumen des Heißgas-
Systems zu skalieren, um den Einsatz der Messtechnik zu ermöglichen. In der Regel
erfolgt dieses durch eine rein geometrische Vergrößerung mittels eines konstanten Ska-
lierungsfaktors SF, allerdings nur bezüglich der Koordinaten des Realtivsystems x′, y′
und z′. Für ein nicht rotierendes System, das heißt das Relativsystem entspricht dem
Inertialsystem, mit deutlicher Unterschallströmung ist dieses Vorgehen gerechtfertigt,
da die Reynolds-Zahl Re (siehe Gl. 4.35) der einzige ausschlaggebende Koeffizient für
die Strömungsform ist. Wird beispielsweise der Durchmesser eines Strömungskanals
verzehnfacht, SF = 10, so vergrößert sich auch die Geschwindigkeitsgrenzschichtdi-
cke um den Faktor 10, sofern die Reynolds-Zahl gleich bleibt. Die Strömungen sind
dann ähnlich und die Vergleichbarkeit ist annähernd gegeben. Im rotierenden System
ist dieses jedoch nicht der Fall. Hier bewirken die Zentrifugal- und Coriolis-Kraft ei-
ne zusätzliche Beeinflussung der Strömung und müssen bei der Skalierung berück-
sichtigt werden. Beide besitzen jedoch eine Ortsabhängigkeit. Die Zentrifugalkraft ist
direkt vom Ort determiniert, da sie den lokalen Radius r, also den Abstand vom jewei-
ligen Ort zur Rotationsachse beinhaltet. Die Coriolis-Kraft hingegen ist nur indirekt
über die lokale Geschwindigkeit u von der Ortskoordinate abhängig. Das Verhältnis
beider Scheinkräfte ist die Rotationszahl Ro und neben der Reynolds-Zahl Re ein wei-
terer, ausschlaggebender Koeffizient für die Strömungsform. Hierin liegt das Problem
der konstanten geometrischen Skalierung. Bei dieser wird der lokale Radius r mit dem
Faktor SF konstant skaliert, ebenso wie die Abmessungen des Strömungsvolumens.
Angenommen sei hier die übliche vergrößernde Skalierung. Somit wird auch die Zen-
trifugalkraft um diesen Faktor größer und die Coriolis-Kraft muss zur Wahrung der
Rotationszahl ebenfalls um denselben Faktor steigen. Dieses kann nur durch die An-
passung der Geschwindigkeit u erfolgen, da die Kreisfrequenz der Rotation ω sowohl
in die Zentrifugalkraft als auch in die Coriolis-Kraft eingeht. Durch die Vergrößerung
der Strömungsgeschwindigkeit würde jedoch die Reynolds-Zahl unweigerlich um den
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Skalierungsfaktor steigen. Grundsätzlich ist es daher nicht möglich, die Ähnlichkeit
von Strömungen im rotierenden Relativsystem zu erreichen, wenn eine konstante geo-
metrische Skalierung verwendet wird. Aus dieser Sicht ist die SAM nur für geome-
trisch unskalierte Systeme korrekt aussagekräftig.
Theoretischer Grenzfall Allerdings existiert der theoretische Grenzfall, dass die
Zentrifugalkraft fast keinen Einfluss auf das Geschwindigkeitsfeld hat, sondern sich
nahezu vollständig als statischer Druck darstellt. Dieses ist gegeben, wenn die in
Kap. 4.2.4 bereits angesprochene Pumpwirkung gegen Null geht und Auftriebs-
effekte nicht auftreten. Bei isothermen Systemen mit Ein- und Ausströmung auf
ähnlichem Radius ist dieses zumindest näherungsweise der Fall. Dann stellt fast nur
die Coriolis-Wirkung den Rotationseinfluss auf die Strömung dar. Als Folge lässt
sich die Drehkreisfrequenz ω in der Rotationszahl kürzen und existiert dann nur in
deren Zähler. Die Rotationszahl kann somit nur durch Anpassung der Kreisfrequenz
und nicht durch Änderung der Strömungsgeschwindigkeit u konstant gehalten
werden. In diesen Fällen lässt sich dann auch die Reynolds-Zahl gleich halten
und trotz konstanter geometrischer Skalierung ist die Ähnlichkeit der Strömungen
gegeben. Bei der Herleitung der dimensionslosen Impulserhaltungsgleichungen
der SAM wurde durch Gl. 4.68 bereits indirekt angenommen, dass die Zentrifu-
galwirkung vollständig in ein statisches Druckfeld übergeht, die Pumpwirkung
also ausgeschlossen ist. Die Gleichungen gelten daher auch nur für diesen Fall.
x-Richtung:
Du
DT
∣∣∣∣
R
= +2Roxv + RoxRox0 + Ro
2
xx′ +
1
Rex
∆u− ∂p
∂x
y-Richtung:
Dv
DT
∣∣∣∣
R
= −2Roxu + RoxRoy0 + Ro2xy′ +
1
Rex
∆v− ∂p
∂y
z-Richtung:
Dw
DT
∣∣∣∣
R
= +
1
Rex
∆w− ∂p
∂z
entspricht Gl. 4.74 aus Kap. 4.1.5
Bemerkung zum theoretischen Grenzfall Im Heißgas-System im Grenzfall II sind tem-
peraturbedingte Auftriebseffekte und Pumpwirkungen nicht a priori vernachlässig-
bar, wodurch die Skalierung ohne Berücksichtigung der Zentrifugalwirkung zu nicht
ausreichend ähnlichen Strömungen führen kann. Die Auftriebseffekte sind in der di-
mensionslosen Impulserhaltungsgleichung nicht enthalten, da die Massendichte zur
Entdimensionierung als konstant angesehen wird. Eine grobe Abschätzung, wie sie
in [5] anhand der Archimedes-Zahl und den in [54] zusammengetragenen und visua-
lisierten Untersuchungsergebnissen verschiedener Autoren durchgeführt wird, liefert
keine allgemeingültige und schon gar nicht eine quantitative Aussage. Diese ist nur
zu erreichen, wenn die Massendichte als Variable angesehen wird und auf geeignete
Weise zur Größenordnung von Eins entdimensioniert wird. Die dazu notwendige ma-
ximale Dichteänderung ist allgemein unbekannt. Eine quantitative Abschätzung von
Auftriebseffekten ist daher nicht möglich. Ferner müssten alle Materialkoeffizienten
wie die dynamische Viskosität als Variablen angesehen und geeignet entdimensioniert
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werden, da diese durch Temperaturänderungen, welche aus Massendichteänderun-
gen folgen können, beeinflusst werden. Die zu dieser Entdimensionierung verwende-
ten charakteristischen Änderungen ließen sich ebenfalls nicht allgemein abschätzen.
Die Entdimensionierung wäre formal korrekt, aber ohne relevanten Nutzen für die
Abschätzung der Unsicherheit der SAM bedingt durch Auftriebseffekte. Die einzige
Möglichkeit, die Auftriebseffekte zu quantifizieren, ist die direkte Messung in explizi-
ten Fällen. Ebenso lässt sich die Auswirkung eines etwaigen Pumpeffekts nur durch
Untersuchung des expliziten Falls bestimmen. Dimensionslose Gleichungen, deren
Druckfeld p nur durch Anteile der Zentrifugalwirkung entdimensioniert würde, lie-
ßen sich aufstellen, aber ohne Kenntnis der auftretenden Pumpwirkung nicht lösen.
4.4. Kernaussagen der theoretischen Betrachtung
Aus theoretischer Sicht zeigt die SAM einige, möglicherweise sehr große Unsicher-
heiten, die nicht allgemein quantifiziert werden können. Eine Unsicherheit von etwa
±8%12 für den GF I ist allerdings abschätzbar. Im GF II ist die WSA nicht gegeben
und die Unsicherheit auch nicht abschätzbar. Zu erwarten ist aber eine größere Un-
sicherheit als im GF I. Um die Abweichungen zwischen Heißgas- und Stoff-System
möglichst klein zu halten, sind die räumlichen und zeitlichen Veränderungen der Ma-
terialkoeffizienten und somit auch der Zustandsgrößen in beiden Systemen auf ein
maximal erreichbares Minimum zu reduzieren. Weiterhin ist die Reynolds-Zahl erst
bei Variationsabständen von ±25% eine zuverlässige Korrelationsgröße. Zur Repro-
duzierbarkeit des Wärmetransports muss die Drehzahl möglichst konstant sein. Für
Systeme, bei denen eine Pumpwirkung auftritt, gelten die angegebenen Gleichungen
der SAM nicht. Ferner führt in diesen Fällen eine konstante geometrische Skalierung
nicht zu ähnlichen Strömungen.
Fazit Aufgrund der Unsicherheiten sollten die Ergebnisse, die mit dem Stoff-System
erbracht werden, nicht direkt auf das Heißgas-System übertragen werden. Auch empi-
rische Korrelationen zum Stoffübergang im GF II werden den Wärmetransport nur mit
großer Abweichung beschreiben. Eine Transferfunktion für Wärme- und Stofftrans-
port ist zwingend notwendig, um quantitative Aussagen zwischen Heißgas- und Stoff-
System zu übertragen. Ist diese unbekannt, kann eine Untersuchung im Stoff-System
nur qualitative Aussagen beziehungsweise Tendenzen zum Wärmetransport und zur
Strömungsform im Heißgas-System liefern.
12Basierend auf den in dieser Arbeit verwendeten repräsentativen Werten
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5. Experimentelle Ergebnisse
Die SAM weist neben der abschätzbaren theoretischen Ungenauigkeiten von mindes-
tens ±8% weitere Unsicherheiten bei der praktischen Umsetzung auf. Vorwiegend be-
trifft dieses die schlechte Reproduzierbarkeit der NSM. Deren Größe sowie Ursache
wird im Folgenden in Kap. 5.1 anhand experimenteller Ergebnisse bestimmt. Wei-
terhin werden in Kap. 5.2 und Kap. 5.3 aus den Messergebnissen für die Prall- und
die Zyklonkühlung Aussagen bezüglich des Einflusses verschiedener Parameter, wie
der Rotationszahl, generiert. Die Verwertbarkeit dieser Aussagen dient anschließend
in Kap. 6 zur Eignungsbestimmung.
5.1. Reproduzierbarkeit der Naphthalin-Sublimations-Methode
Bereits in [3] findet die schlechte Reproduzierbarkeit der NSM Erwähnung, jedoch
ohne nähere Analyse. Deren Ursache wird in der sich zeitlich verändernden Ober-
flächenkontur und der damit verbundenen Beeinflussung der Geschwindigkeits-
und Konzentrationsgrenzschicht vermutet. Die Sherwood-Zahl wäre damit eine
Funktion der Messdauer ∆t. Infolgedessen werden die Ergebnisse von Messungen
mit unterschiedlicher Dauer von t = 1.800 s bis t = 4.200 s aber bei sonst gleichen
Bedingungen linear regressiert und zu einer Dauer von t = 0 extrapoliert. Zu Beginn
jeder Messung liegt eine spanend bearbeitete, glatte Schicht von 500 µm Dicke vor.
Somit dürfte die in [3] angegebene, extrapolierte Sherwood-Zahl jener sehr nahe
kommen, die bei glatter, unveränderter Oberflächenkontur vorliegt. Die Messdaten,
auf denen diese Regression beruht, werden im Folgenden genauer analysiert. Es wird
gezeigt, dass die Oberflächenänderung nicht die einzige Ursache für die schlechte
Reproduzierbarkeit der NSM sein kann.
Die gemessenen Rohdaten werden vom Autor von [3], Herrn Nils Winter, zur Verfü-
gung gestellt, wofür ich mich an dieser Stelle besonders bedanke.
5.1.1. Vermessung nahe eines Dralllochs
In [3] wird der Stoffübergang in 2 Bereichen nahe sogenannter Dralllöcher (2 und 9
siehe Abb. 5.1) untersucht, wobei die Dauer t als einziger Parameter variiert wird.
Im Weiteren steht das Symbol ∆t für die Messdauer, über der die Ermittlung der
Schichtdickendifferenz erfolgt. Das Symbol t wird für die Zeit verwendet, welche die
Schicht bereits konvektiv getrieben sublimiert ist. Bei Versuchen, die mit einer neuen
Schicht beginnen, entspricht die Messdauer der Messzeit ∆t ≡ t. Die 13 Dralllöcher
münden tangential in ein einseitig verschlossenes Kreisrohr als Teil eines Zyklonka-
nals (siehe Abb. 5.1a). Die Oberflächenkontur in den Vermessungsbereichen schwankt
infolge der hohen Geschwindigkeitsgradienten der Drallstrahlen räumlich relativ
stark, sodass der vermutete Oberflächeneinfluss zunächst durchaus als plausibel
angesehen werden kann. Alle im Folgenden verwendeten Daten sind im Bereich nahe
92 Experimentelle Ergebnisse
d = 1/6 D
P = 3/4 D
Länge Dralllöcher = 2...3 d
Drallstrahl
1 2
9
...
13
(a) Geometrie 2 nach [3]
α
x2
1
3
D
d
P
(b) Vermessungsbereich am Drallloch 2
Abbildung 5.1.: Zyklonkanal für Stoffübergangsmessungen mittels NSM in [3]
dem zweiten Drallloch vermessen worden.
Um den Oberflächen- respektive den Zeiteinfluss auf die Verteilungen der Sherwood-
Zahl Sh zu verdeutlichen, sind in Abb. 5.2 selbige, ermittelt aus Messungen mit ver-
schiedener Dauer, als Kontur-Isolinien-Diagramm dargestellt. Bestimmt werden die
Sherwood-Zahlen mit der Schichtabnahme über die gesamte Messdauer t nach Gl. 5.1.
Sh =
m˙subLchar[
ρa,w − ρa,ref
]
D
=
ρsub
ρa,w − ρa,ref
Lchar
D
∆S
∆t
mit ∆t = t (5.1)
Anhand der unterschiedlichen Verläufe der Isolinien Sh = 300 für die jeweilige Mess-
dauer t lässt sich erkennen, dass die Sh-Verteilung nicht unabhängig von dieser ist.
Das Gebiet mit einer Sherwood-Zahl Sh > 300 ist im Falle der längsten Messdauer
t = 4.200 s deutlich kleiner als im Falle der kürzesten Messdauer t = 1.800 s. Die Aus-
dehnungen der Gebiete Sh > 300 für die anderen Dauern liegen größtenteils dazwi-
schen, wobei kein eindeutiger Zusammenhang zur Messdauer zu erkennen ist. Der
in [3] angenommene lineare Zusammenhang von Sh und Messdauer wird nachvoll-
ziehbar, wenn die Sherwood-Zahlen beispielhaft für fünf ausgewählte Koordinaten-
Punkte über der Messdauer aufgetragen werden, wie in Abb. 5.3 gezeigt. Auch wenn
die Einzelwerte merklich von der linearen Regression abweichen, ist ein tendenzieller,
näherungsweise linearer Zusammenhang von Sh und Messdauer identifizierbar. Es
zeigt sich, zumindest für diese fünf Punkte, dass die Sherwood-Zahl zum Zeitpunkt
t = 0 s, also bei glatter Oberfläche um bis zu 25% größer ist als zu den späteren
Zeitpunkten. Hierbei hat die Messdauer pro Punkt eine unterschiedlich starke Wir-
kung, wie aus den verschiedenen Steigungen der Regressionsgraden d(∆S)/dt leicht
zu entnehmen ist. Diese Beobachtung stärkt die These, dass die Oberflächenkontur
einen Einfluss auf die Sherwood-Zahl hat. Allerding muss dann die Verteilung der
Geradensteigungen mit der Oberflächenkontur selbst korrelieren. Falls die Oberflä-
chenkontur keinen Einfluss auf die Sherwood-Zahl hat, ist die Steigung der Geraden
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überall Null. Da die Anfangsoberfläche nach mechanischer Bearbeitung stets glatt1 ist,
entsprechen die Oberflächenkonturen S der Schichtdickenabnahmen ∆S. Letztere sind
in Abb. 5.4 als Kontur-Isolinien-Diagramm visualisiert und entsprechen der jeweiligen
Sh-Verteilung, da alle Einflussgrößen wie die Temperatur und der Druck in der jeweili-
gen Messung zu Konstanten gemittelt2 werden. Der Vergleich zum Kontur-Diagramm
der Geradensteigung in Abb. 5.5 zeigt jedoch keine Ähnlichkeit. Die Zeitabhängigkeit
der Sherwood-Zahl kann daher nur mit der zeitlichen Änderung der Oberflächenkon-
tur in Zusammenhang stehen, wenn diese Abhängigkeit stark nichtlinear ist. In Be-
zug auf die komplizierte Strömungsform eines Drallstrahls ist dieses möglich, aber
unwahrscheinlich.
Weiterhin ist ein relevanter systematischer Messfehler als Ursache für die Zeitabhän-
gigkeit auszuschließen, da die lineare Regression der Schichtdickendifferenzen dS
eine Schichtdickendifferenz von ∆S ∈ [−5;+20] µm ≈ 0 für den Anfangszeitpunkt
vorhersagt (siehe Abb. 5.7). Die Extrapolation der Schichtdickendifferenzen führt
also nahezu auf die glatte Anfangsoberfläche. Anzumerken ist hierbei, dass die
Zeitabhängigkeit der Schichtdickendifferenz eigentlich von quadratischer Natur sein
müsste, damit die Sherwood-Zahl zur Messdauer linear ist, wie zuvor angenommen.
Diese quadratische Abhängigkeit ist jedoch von sehr geringer Ausprägung, wie aus
Abb. 5.6 zumindest für die fünf ausgewählten Punkte zu erkennen ist.
Ferner stellen Variationen der Zustandsgrößen, die durch die Mittelung nicht bemerkt
werden, ebenfalls keine Ursache für die Zeitabhängigkeit dar. Relevant wäre hier vor
allem die Temperatur. Diese Schwankung müsste entgegen aller Erwartungen lokal
extrem unterschiedlich und reproduzierbar sein. Vorstellbar ist daher nur eine Be-
gründung für die Zeitabhängigkeit. Die Schichtdickenabnahmegeschwindigkeit ∆S/t,
beziehungsweise die aus ihr ermittelte Sherwood-Zahl Sh, hängt von der Schichtdicke
S selbst ab. Oder verallgemeinert ausgedrückt ist die Schichtdickenabnahmege-
schwindigkeit nicht proportional zur Sublimationsmassenstromflächendichte m˙sub.
Dieses ist nur dann möglich, wenn die Massendichte der Naphthalin-Schicht ρsub
und/oder das Sublimationsverhalten inhomogen in der Schicht verteilt ist. Die
Ursache für die in [3] beobachtete Zeitabhängigkeit ist daher im kristallographischen
Aufbau der Naphthalin-Schicht und dessen zeitlicher Änderung zu finden.
1Die gemittelte Rautiefe liegt bei maximal 10 µm
2Es liegen 32 Temperatur- und Druckmesspunkte vor, die mehrmals pro Minute aufgezeichnet werden
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Abbildung 5.2.: Gemessene Verteilung von Sh bestimmt bei einer Messdauer von t =
1.800 s und Isolinien von Sh = 300 bestimmt bei vier weiteren Dauern
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Abbildung 5.3.: Verlauf von Sh mit der Messdauer an ausgewählten Punkten
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Zyklonkühlkanal Geometrie 2 
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Ro = 0,00 Re = 10k
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Abbildung 5.4.: Gemessene Verteilung von ∆S bestimmt bei einer Messdauer von
t = 1.800 s und Isolinien von ∆S = 100 µm
bestimmt bei vier weiteren Dauern
Zyklonkühlkanal Geometrie 2 
Ort:  Drallloch 2
Ro = 0,00 Re = 10k
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Abbildung 5.5.: Steigung der linearen Regression von Sh(t)
basierend auf fünf Messdauern
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Abbildung 5.6.: Verlauf von ∆S mit der Messdauer an ausgewählten Punkten
Zyklonkühlkanal Geometrie 2 
Ort:  Drallloch 2
Ro = 0,00 Re = 10k
Punkte bei x = 66,25 mm        
  α =   30 °
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Abbildung 5.7.: Linear extrapolierte Schichtdickendifferenz ∆S(t = 0) zum Anfangs-
zeitpunkt basierend auf fünf Messdauern
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5.1.2. Sublimationsverhalten von Naphthalin-Schichten
Die hier eigentlich interessierende Größe zum Sublimationsverhalten von Naphthalin-
Schichten ist das Verhältnis ∆S/(t · m˙sub). Um dieses experimentell zu bestimmen,
müsste sowohl die Schichtdickenänderung und die Massenänderung mit annähernd
gleicher Genauigkeit vermessen werden. Eine praktikable Bestimmung der sublimier-
ten Massen ist jedoch nur gravimetrisch möglich und liefert lediglich einen räumlich
integralen Wert der Massenänderung. Der Messfehler ist folglich sehr groß im Ver-
gleich zu jenem bei der Vermessung der Schichtdickenabnahme. Daher wird in dieser
Untersuchung auf die Massenbestimmung verzichtet und die eigentliche Messgröße
der NSM, die Schichtdickenänderung betrachtet.
Ergebnisgewinnung Die nachfolgenden Ergebnisse entstammen aus Doppelproben-
Sublimations-Experimenten (siehe Kap. 3.1.1) unter Verwendung der optischen
Oberflächenvermessung (siehe Kap. 3.1.5) sowie der optischen Auflichtmikroskopie
(siehe Kap. 3.1.3). Alle untersuchten Naphthalin-Schicht-Proben sind wie in Kap. 3.1.2
beschrieben hergestellt und auf einem der drei Typen von Probenhaltern appliziert.
Die Verwendung von verschieden großen, kreisförmigen Beschichtungsflächen mit
den Durchmessern d = 4 mm, d = 8 mm und d = 16 mm ermöglicht es, den etwaigen
Einfluss einer seitlichen Kante der Schicht auf den Stofftransport nahe eines Stau-
punktes zu identifizieren. Weiterhin ist die Form der jeweiligen Naphthalin-Schicht
zwischen den Probenhaltertypen unterschiedlich. Während die Proben auf der großen
Beschichtungsfläche (d = 16 mm) relativ eben sind, gleichen sie einem benetzenden
Tropfen mit einem Kontaktwinkel von etwa 10◦ bei der Beschichtungsfläche mit einem
Durchmesser von d = 8 mm. Bei der kleinsten Beschichtungsfläche (d = 4 mm) liegt
der Kontaktwinkel bei zirka 45◦. Die Proben einer Paarung werden im Weiteren mit
denselben Buchstaben A...M gekennzeichnet. Da die Proben als Paarung mehrfach
Verwendung finden, sind auch die so entstandenen Messserien mit A...M benannt.
Mit wenigen Ausnahmen (Messserien L, und Teile von F, I, M) werden alle Proben
vor der ersten Messung einer Serie durch Fräsen oder manuelles Schleifen geglättet
und auf eine gewünschte Schichtdicke gebracht. Die Sublimationsversuche erfolgen
bei einer Reynolds-Zahl3 Re = 85k und Re = 400k über eine Dauer von ∆t = 600 s
und teilweise von ∆t = 1.200 s. Vor dem ersten und nach dem letzten Versuch
einer Messserie sowie zwischen den Versuchen werden die Oberflächen der Proben
mit mikroskopischen Aufnahmen dokumentiert und einmalig vermessen. Damit
entspricht die POST-Messung der PRE-Messung eines nachfolgenden Versuchs. Bei
den Serien A, B ... I werden drei um 30 µm in Pulsationsrichtung x (siehe Abb. 3.5a)
versetzte Einzelgitter mit der Weite dx = 90 µm und dy = 30 µm vermessen und in
der Nachbearbeitung zu einem Datensatz zusammengefügt. Die Gitterweite dieses
Datenfeldes entspricht dann mit dx = dy = 30 µm etwa dem halben Durchmesser des
physikalischen Mittelungsbereichs des Sensors, wodurch die räumliche Auflösung
vollständig ist. In den Serien K, L, M wird ein isodistantes Gitter mit einer Weite von
dx = dy = 90 µm direkt vermessen. Um die Vergleichbarkeit zu der in [3] verwen-
deten Schichtdickenmessmethode mittels Wirbelstromsonde zu erhalten, werden die
3Die charakteristische Länge von Re ist der hydraulische Durchmesser des Windkanals dh =̂ 240 mm
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Abbildung 5.8.: Exemplarische Verteilung der Schichtdickendifferenz einer Probe auf
der Beschichtungsfläche, im Mittelungsbereich und auf den Referenzflächen
hier ermittelten Schichtdicken- und -abnahmewerte in einem quadratischen Bereich
der jeweiligen Probe gemittelt. Die Diagonale dieses Bereichs entspricht etwa dem
Durchmesser der Kreisfläche, in der die Schichtdicke von der Wirbelstromsonde
physikalisch gemittelt wird. Der errechnete Mittelwert wird daher nahe an dem
Messwert der Wirbelstromsonde liegen. Um ein unbeabsichtigtes Einbeziehen der
blanken Bereiche am Rand der Beschichtungsfläche zu vermeiden, welche durch den
dort höheren Stofftransport am ehesten entstehen, ist der Mittelungsbereich in der
Mitte der Proben positioniert. In der Messserie A ... I hat der Mittelungsbereich die
Abmessungen 1.590 µm × 1.590 µm und beinhaltet 2.809 Messpunkte. Ein solches
Messgitter mit einer exemplarischen Verteilung der Schichtdickendifferenz sowie
gekennzeichneten Mittelungsbereich und Referenzflächen ist in Abb. 5.8 dargestellt.
In den restlichen Messserien umfasst der Mittelungsbereich 961 Messpunkte und
erstreckt sich über 2.790 µm× 2.790 µm.
Um sicherzustellen, dass nicht Störeffekte wie Temperaturschwankungen die Ursache
vom beobachteten Schichtverhalten sind, dürfen nur die Proben einer Paarung und
einer Messung miteinander verglichen werden. Allerdings ist eine qualitative Gegen-
überstellung der Ergebnisse beliebiger Messungen auch von Proben unterschiedlicher
Messserien sicherlich zulässig.
Variationsparameter Das Sublimationsverhalten der Naphthalin-Schicht wird bei ver-
schiedenen Konstellationen von vier naheliegenden Parametern untersucht. Ein Pa-
rameter ist die Art der Vorbehandlung der Naphthalin-Schmelze. Ist diese unbehan-
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Abbildung 5.9.: Schichtdickenänderung der Proben aus unbehandelter
Naphthalin-Schmelze bei Re = 85k (A, B, E, G) und Re = 400k (K, L, M)
delt, sind die Ergebnisse mit air gekennzeichnet. Im Falle von entgaster Schmelze wird
die Kennzeichung he verwendet. Ein weiterer Parameter ist der Durchmesser der Be-
schichtungsfläche welcher direkt als 4mm, 8mm oder 16mm bei den Ergebnissen mit
angegeben wird. Die Art der Vorbehandlung der Naphthalin-Schicht ist der dritte Pa-
rameter, wobei eine unbearbeitete Schicht mit raw, eine manuell geschliffene Schicht
mit emeried und eine gefräste Schicht mit milled gekennzeichnet wird. Der letzte Para-
meter ist die Reynolds-Zahl Re. Sie ist bei den Ergebnissen direkt als Wert angegeben.
Makroskopisches Verhalten
Das makroskopisch festzustellende Verhalten der Naphthalin-Schicht wird anhand der
gemittelten Schichtdicken- und -abnahmewerte quantifiziert. Alle hierzu verwende-
ten Diagramme (Abb. 5.9, Abb. 5.10 Abb. 5.12, Abb. 5.13) sind nicht dafür gedacht,
jeden Parametereinfluss explizit zu visualisieren. Vielmehr sollen sie einen Überblick
über das generelle Verhalten der Naphthalin-Schicht geben, allerdings mit der strikten
Trennung nach unbehandelter und entgaster Schmelze. Es sei hier bereits vorwegge-
nommen, dass keine eindeutigen Zusammenhänge zwischen den beobachteten Phä-
nomenen und den Parametern gefunden werden. Allerdings liefert die Beschreibung
und Diskussion jedes Effekts einen Eindruck, welcher Parameter das Verhalten der
Naphthalin-Schicht beeinflusst.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl Generell entspricht der Trend bezüglich der Reynolds-
Zahl den Erwartungen. Die Schichtdicke S nimmt, wie in Abb. 5.9 zu entnehmen ist,
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Abbildung 5.10.: Schichtdickenänderung der Proben aus entgaster
Naphthalin-Schmelze bei Re = 85k
bei größerer Reynolds-Zahl schneller ab als bei kleinerer. Wenn alle Werte für den je-
weiligen Parameter Re gemittelt werden, ergibt sich nach Gl. 5.3 ein Exponent für die
häufig verwendete Korrelation Gl. 5.2 von n ≈ 0, 26. Auch wenn dieses Ergebnis nur
auf zwei Werten von Re beruht, ist die Größe des Exponenten plausibel. Übliche Werte
für n in ähnlichen Fällen, wie bei der Umströmung von Kugeln (siehe [55]) oder im
Staupunkt von Prallstrahlen (siehe [56]), liegen im Bereich von n ∈ [0, 5; 0, 8]. Hier-
bei ist zu berücksichtigen, dass die Reynolds-Zahl entsprechend der jeweiligen cha-
rakteristischen Länge umgerechnet werden muss zu Re = 85k ⇔ Re = 7.083 und
Re = 400k⇔ Re = 33.333.
Sh ∼ Ren (5.2)
⇒ n =̂ log Re1
Re2
 ∆St
∣∣∣
1
∆S
t
∣∣∣
2
 ∀ Sh ∼ ∆S
t
(5.3)
Allerdings relativieren die Standardabweichungen σRe=85k (∆S/t) ≈ 50% und
σRe=400k (∆S/t) ≈ 45% den Wert des Exponenten, sodass dieser im Bereich
n ∈ [−0, 38; 0, 95] zu erwarten ist. Folglich ist die Korrelation von geringer Qua-
lität, was sich auch nicht durch Berücksichtigung von mehr Messpunkten beheben
lassen wird. Verantwortlich hierfür ist die erhebliche Schwankung der Schichtdicken-
abnahmegeschwindigkeit, insbesondere zu Beginn einiger Messserien. Viele Linien in
Abb. 5.9 beginnen mit hohen Schichtabnahmegeschwindigkeiten und konvergieren
nach längerer Messzeit gegen kleinere Werte. Annähernd konstant sind diese erst nach
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Abbildung 5.11.:Unterschiedliches und gleiches Anfangsverhalten der Proben bei Re =
85k
einem aerodynamisch bedingten Schichtabtrag von ∆S ≈ 200 µm. Dieses Anfangs-
verhalten scheint bei größerer Reynolds-Zahl ausgeprägter zu sein (Messserien K, L
und M). Bei Re = 85k und unbehandelter Naphthalin-Schmelze ist der zur Konstanz
notwendige Schichtabtrag mit ∆S ≈ 50 µm deutlich kleiner. Die Messserie E bildet
diesbezüglich eine Ausnahme.
Eine mögliche Ursache für das Anfangsverhalten ist die Temperatur, die sich während
einer Messserie verändern kann. Um dauerhaft eine möglichst geringe Konzentration
an Naphthalin in der Zuluft zu gewährleisten, befindet sich der Auslass des Wind-
kanals außerhalb des Gebäudes. Die Eintrittsluft wird direkt aus der reltaiv großen
Laborhalle (zirka 1.000 m3) entnommen, deren Ventilation mit Außenluft durch die
Windkanalabsaugung getrieben wird. Durch die Belüftung mit meist kälterer Außen-
luft sinkt die Temperatur der Eintrittsluft des Windkanals von Messungen zu Messung.
Der Sublimations- und der Diffusionsstrom werden daher von Messung zu Messung
geringer sein. Sie konvergieren aber gegen nahezu konstante Werte, sobald die Ein-
trittstemperatur zeitlich nicht mehr schwankt. Kein ausgeprägtes Anfangsverhalten
wäre feststellbar, wenn die Eintrittstemperatur zu Beginn der Serie bereits der Außen-
temperatur entspräche. Gegen diese generelle Vermutung spricht jedoch der Vergleich
zweier repräsentativer Proben einer Messserie wie in Abb. 5.11 dargestellt. Obwohl
die Proben der Serie G denselben Temperaturbedingungen ausgesetzt sind, zeigt nur
eine Probe (G_he_8mm_emeried) ein ausgeprägtes Anfangsverhalten wie die beiden
Proben der Serie E.
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Einﬂuss der Entgasung Das Anfangsverhalten wird, wie aus Abb. 5.10 und Abb. 5.11
zu entnehmen ist, nicht merklich durch die Entgasung der Naphthalin-Schmelze be-
einflusst. Dieses gilt sowohl für unbearbeitete Proben als auch für jene, deren Oberflä-
che spanend geglättet sind. Einige wenige Proben zeigen vom Beginn der Messserie
an ein lineares Zeitverhalten. Bei den meisten Proben allerdings wird eine konstan-
te Schichtdickenabnahmegeschwindigkeit erst nach einer Schichtabnahme von ∆S ≈
50 µm erreicht. Es ist daher kein Unterschied zum Verhalten von Proben aus unbehan-
delter Schmelze zu erkennen.
Einﬂuss der Oberﬂächenbearbeitung Obwohl die spanende Bearbeitung die Dicke der
Naphthalin-Schicht um einen ähnlichen Betrag reduziert wie das Anfangsverhalten
benötigt, um abzuklingen, verhalten sich die bearbeiteten und unbearbeiteten Proben
sehr ähnlich (vergleiche entsprechende Messserien in Abb. 5.10 und Abb. 5.9). Das
Anfangsverhalten kann anscheinend nicht durch mechanisches Abtragen der obers-
ten Schichtanteile beseitigt werden. Diese Beobachtung spricht gegen die These, dass
die schlechte Reproduzierbarkeit der NSM durch einen inhomogenen kristallographi-
schen Aufbau der Naphthalin-Schicht verursacht wird.
Einﬂuss der Probenform Die stark unterschiedliche Form der Proben, bedingt
durch die verschiedenen Durchmesser der Beschichtungsflächen, Schichtdicken und
Kontaktwinkel, und die damit verbundenen unterschiedlichen Geschwindigkeits-
und Konzentrationsgrenzschichten beeinflussen die Schichtdickenabnahmegeschwin-
digkeit nicht messbar. Dieses ist der Fall, obwohl die Anfangsschichtdicken um 300%
beziehungsweise 12%d bezogen auf den Beschichtungsflächendurchmesser variieren.
Das Zeitverhalten der Naphthalin-Schicht beim Doppelproben-Sublimations-
Experiment kann damit keine Folge aus sich verändernden Oberflächenkonturen
sein.
Reproduzierbarkeit An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Ab-
weichung jedes Punktes in Abb. 5.10 und Abb. 5.9 von einer gedachten Regressionsge-
raden ihre Ursache in veränderten Zustandsgrößen, wie der Temperatur hat. Daher ist
sie kein aussagekräftiges Maß für die Reproduzierbarkeit. Nur der Vergleich der Pro-
ben eines Paares und derselben Messung liefert quantitativ verlässliche Ergebnisse.
Daher wird gemäß Gl. 5.4 die Differenz der Schichtdickenabnahmegeschwindigkeiten
der Proben einer Messung bezogen auf den Mittelwert aus beiden Schichtdickenab-
nahmegeschwindigkeiten. Die so definierte Größe wird nachfolgend als relative Ab-
weichung |∆Srel | bezeichnet. Sie ist ein geeignetes Maß für die Reproduzierbarkeit der
NSM, da die Schichtdickenabnahmegeschwindigkeit direkt in die Sherwood-Zahl ein-
geht.
|∆Srel | =
2
∣∣∣∆S1∆t1 − ∆S2∆t2 ∣∣∣
∆S1
∆t1 +
∆S2
∆t2
≡ 2 |∆S1 − ∆S2|
∆S1 + ∆S2
∀ ∆t1 = ∆t2 (5.4)
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Abbildung 5.12.: Relative Schichtdickenänderung der Proben aus
unbehandelter Naphthalin-Schmelze
Die relativen Abweichungen |∆Srel | für Proben aus unbehandelter Schmelze zeigen
eine große willkürliche Streuung unter den Messungen wie Abb. 5.12 zu entnehmen
ist. Teilweise wird ein Wert von 105%4 erreicht. In diesem Fall ist die Schichtdicken-
abnahmegeschwindigkeit einer Probe etwa dreimal größer als die der anderen Probe.
Würden mit diesen Naphthalin-Schichten Wiederholungsmessungen bei der Anwen-
dung der NSM durchgeführt, wären auch die Sherwood-Zahlen um den Faktor drei
voneinander verschieden, obwohl alle Bedingungen gleich gehalten würden. Für ei-
ne statistische Aussage zur relativen Abweichung reicht der Umfang der Daten nicht
aus. Es ist jedoch zu vermuten, dass am häufigsten Werte im Bereich von |∆Srel | ∈
[0; 40]% auftreten, was bei Wiederholungsmessungen einem Verhältnis der Schicht-
dickenabnahmegeschwindigkeiten und damit auch der Sherwood-Zahlen von etwa
1, 5 entspricht. Bei den Proben aus entgaster Schmelze ist die Streuung der relativen
Abweichung noch ausgeprägter als bei den Proben aus unbehandelter Schmelze. In
Abb. 5.13 ist zu erkennen, dass die relative Abweichung vermehrt Werte im Bereich
von |∆Srel | ∈ [25; 125]% annimmt. Bei Wiederholungsmessungen ist daher durchaus
mit einem Verhältnis der Schichtdickenabnahmegeschwindigkeiten und damit auch
der Sherwood-Zahlen von etwa 5 zu rechnen.
Fazit Die in [3] beobachtete schlechte Reproduzierbarkeit der NSM, welche als re-
lative Abweichung angenommen etwa |∆Srel | ≈ 12% ergibt, bestätigt sich durch die
4Da es sich bei |∆Srel | um eine relative Abweichung handelt, wird auf die Angabe des Bezugs MW am Proz-
entzeichen verzichtet.
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Abbildung 5.13.: Relative Schichtdickenänderung der Proben aus
entgaster Naphthalin-Schmelze
Ergebnisse der Doppelproben-Sublimations-Experimente. Allerdings sind die in dieser
Arbeit festgestellten relativen Abweichungen mit bis zu |∆Srel | = 138% deutlich grö-
ßer. Eine Entgasung der Naphthalin-Schmelze führt zu keiner verbesserten Reprodu-
zierbarkeit, eher zu einer schlechteren. Die mechanische Bearbeitung der Naphthalin-
Schicht hat keinen erkennbaren Einfluss auf das Schichtabtragsverhalten und beseitigt
auch nicht die anfänglich hohe Schichtabnahmegeschwindigkeit. Die Reproduzierbar-
keit ist mit relativen Abweichungen von bis zu |∆Srel | = 138% unzureichend, sodass
verlässliche, quantitative Aussagen von der NSM nicht zu erwarten sind.
Mikroskopisches Verhalten
Im Folgenden wird das Verhalten der Naphthalin-Schichten detaillierter betrachtet,
wobei die Kombination der Oberflächenmessungen mit mikroskopischen Schliffbil-
dern Aufschluss über die Ursache der schlechten Reproduzierbarkeit gibt. Bei der
NSM liegt üblicherweise eine Sublimatschicht vor, die aus einem Korngefüge besteht,
dessen Struktur größtenteils durch den Kristallisationsprozess bestimmt ist. Folglich
charakterisieren kristallographische Eigenschaften, wie beispielsweise die Korngröße
die Naphthalin-Schicht und möglicherweise auch das Sublimationsverhalten.
Beobachtungen In allen hier verwendeten Proben besteht das Korngefüge der
Naphthalin-Schicht aus mannigfaltig geformten Kristallen, die jedoch im zweidi-
mensionalen Schliffbild stets ein Polygon bilden. Beispielhaft aber repräsentativ zeigt
Abb. 5.14 die Korngefüge von Proben aus unbehandelter und entgaster Schmelze
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Abbildung 5.14.: Mikroskopische Schliffbilder von je einer geschliffenen Probe aus un-
behandelter und entgaster Schmelze am Anfang und Ende einer Messserie
sowohl vor als auch nach einer Messserie. Das manuelle Schleifen beider Proben vor
Messserienbeginn hinterlässt gleichmäßige Kratzer, wobei diese bei der im oberen
Bildteil gezeigten Probenschicht aufgrund bewusst geringeren Schleifdrucks nicht so
ausgeprägte Tiefen besitzen. Reste dieser Kratzer sind auch nach einer Sublimations-
zeit von t = 4.200 s beziehungsweise nach einer Schichtabtragung von ∆S ≈ 70 µm
respektive ∆S ≈ 100 µm noch auf den Oberflächen vorhanden. Die Folgen der
mechanischen Bearbeitung sind daher deutlich länger auf der Schichtoberfläche
nachweisbar als die meisten Messserien lang sind. Es ist daher nicht zu erwarten,
dass sie Ursache für die schlechte Reproduzierbarkeit oder gar das Anfangsverhalten
sind. Die vier eingezeichneten Vergrößerungsbereiche entsprechen etwa der Größe
des Mittelungsbereichs der Oberflächenmessung und damit auch der in [3] verwen-
deten Wirbelstromsonde. Die kleinsten Diagonalen der Körner liegen im Bereich von
5...400 µm, wobei die größten Diagonalen selten 1.000 µm erreichen. Anders als bei der
optischen Oberflächenvermessung ist es bei der Verwendung einer Wirbelstromsonde
daher unwahrscheinlich, nur ein oberflächliches Korn zu vermessen. Die Ursache der
schlechten Reproduzierbarkeit dürfte also im Gefügeaufbau und nicht im Verhalten
eines einzelnen Kornes liegen.
Auffällig an der Gefügestruktur aller Proben sind kreisförmige, anscheinend nicht mit
festem Naphthalin gefüllte Objekte, welche im Weiteren als Poren bezeichnet wer-
den. Sie sind ausschließlich an Störstellen wie Korngrenzen und Verzweigungen die-
ser sowie an Kristallimperfektionen zu finden. Der sichtbare Durchmesser der Po-
ren wächst mit der Zeit und fortschreitender Schichtabnahme wie Abb. 5.15 zu ent-
nehmen ist. Nach etwa 52-stündiger Schichtabtragung durch freie Konvektion wer-
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Abbildung 5.15.: Detailliertes mikroskopische Schliffbild einer Probe aus entgaster
Schmelze zwischen verschiedenen Messungen einer Serie
den anfänglich offensichtlich verdeckte Poren freigelegt und zeigen einen Durchmes-
ser von bis zu 250 µm. Die Tiefe einer durchschnittlichen Pore wird durch die opti-
sche Oberflächenvermessung zu etwa 200 µm bestimmt, sobald der Porendurchmes-
ser zirka 100 µm misst, was bei dieser Porentiefe notwendig ist, damit kein Schatten-
effekt auftritt. Folglich sind die Poren näherungsweise sphärisch oder zumindest zy-
lindrisch. Es könnte sich bei den Poren also um Blasen aus Gas handeln, das infolge
sinkender Löslichkeit bei der Erstarrung der Naphthalin-Schmelze aus dieser abge-
schieden wird und im erstarrenden Korngefüge Hohlräume bildet. Im Weiteren wird
dieser Sachverhalt Blasen-Theorie genannt. Auch bei Proben aus entgaster Naphthalin-
Schmelze kann die Blasen-Theorie gültig sein, wenn die Entgasung unzureichend ist.
Eine andere denkbare Ursache der Poren ist ein anisotropes Sublimationsverhalten
der Naphthalin-Kirstalle. Die Auflösung der Körner in der Schichtebene müsste da-
zu schneller vonstattengehen (starke Sublimation) als die Auflösung senkrecht zur ihr
(schwache Sublimtaion). Ausgehend von Korngrenzen und Imperfektionen würden
so rein durch die Sublimation bedingte halbkugelförmige Löcher im Gefüge entste-
hen. Die notwendigen Imperfektionen zeigen alle Kristalle in Form von kleinen Hü-
geln auf deren Oberfläche (siehe ga in Abb. 5.15). Diese Idee wird im Folgenden als
Verdampfungs-Theorie bezeichnet. Auch eine Kombination aus beiden Theorien ist
durchaus denkbar. Ein Schnitt durch das sich nach der jeweiligen Theorie einstellen-
de Gefüge ist in Abb. 5.16 skizziert. In beiden Fällen verändern sich die sichtbaren
Durchmesser der Poren mit der Zeit t. Anders als bei der Blasen-Theorie, bei der der
Porendurchmesser nur aufgrund der Projektion scheinbar größer und anschließend
wieder kleiner wird, wächst die Pore bei der Verdampfungs-Theorie tatsächlich.
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Abbildung 5.16.: Visualisierung der Theorien zur Ursache und Wachstum der Poren
Freigelegte Poren hinreichender Größe lassen sich wie in ga von Abb. 5.17 gezeigt
auch allein durch die optische Oberflächenvermessung identifizieren. Das Freilegen
einer Pore während des Sublimationsvorgangs, also zwischen der PRE- und POST-
Messung, führt zwangsläufig zur Interpretation von lokal sehr großen Schichtabnah-
megeschwindigkeiten. Die Schichtdickenmessung mit einer Wirbelstromsonde hinge-
gen besitzt nicht die ausreichende Auflösung, um sensitiv gegenüber den Poren zu
sein. Dieses dürfte die Hauptursache für die im Vergleich zur Wirbelstrommessung
größeren relativen Abweichungen sein, die mit der optischen Oberflächenvermessung
ermittelt werden.
Einige Poren enthalten an ihrem Grund eine Akkumulation von Kristallen (siehe gd
von Abb. 5.17). Diese stört die optische Oberflächenvermessung und führt zu Fehl-
werten, die nicht eindeutig identifizierbar sind und ein weiterer Grund für die hohen
relativen Abweichungen sein könnte. Derartige Kristallakkumulationen lassen sich so-
wohl in Poren eines Gefüges finden, dessen vormalige Schmelze entgast ist, als auch
in Poren eines Gefüges, dessen Schmelze unbehandelt bleibt. Im Gegensatz zur zu-
vor erwähnten scheinbaren Vergrößerung der Poren bleibt der Durchmesser dieser
Poren nahezu unverändert, auch wenn die Naphthalin-Schicht innerhalb von 4.200 s
um 90 µm reduziert wird (Vergleiche gb und gc von Abb. 5.17). Im Falle der Blasen-
Theorie müsste es sich daher um zylindrische Poren handeln. Trifft die Verdampfungs-
Theorie zu, könnte es sein, dass durch die Verdampfung der Kristallakkumulation eine
fast vollständige Sättigung der Luft mit Naphthalin-Dampf innerhalb des Sublimati-
onslochs vorliegt. Die Körner würden sich dann nur sehr wenig über deren Grenzen
auflösen, sodass der Porendurchmesser nahezu erhalten bleibt.
Generell wird festgestellt, dass die Naphthalin-Schichten aus entgaster Schmelze
meist größere und gleichmäßigere Kristalle aufweisen als Schichten aus unbehan-
delter Schmelze. Dieses zeigt der Vergleich des in gb von Abb. 5.18 repräsentativ
dargestellten mikroskopischen Schliffbilds einer Schicht aus entgaster Schmelze,
mit dem in gc von Abb. 5.17 gezeigten Schliffbild einer Schicht aus unbehandelter
Schmelze. Es liegen pro Fläche also weniger Körner mit insgesamt kürzeren Korngren-
zen vor. Trotzdem ist die Anzahl der Poren ähnlich zum Fall unbehandelter Schmelze.
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Abbildung 5.17.: Identifikation von Poren durch optische Oberflächenvermessung und
Auflichtmikroskopie
Lediglich deren Größe ist anfänglich etwas geringer.
Die größeren und homogeneren Kristalle können eine weitere Ursache für Messfehler
bei der optischen Oberflächenvermessung sein. Deren hohe Transparenz lässt mehr-
fache Reflexionen zu und führt zu unglaubwürdigen Daten. Obwohl das mit einer
Tiefenschärfe von etwa 100 µm aufgenommene mikroskopische Bild gb in Abb. 5.18
keine Unschärfe zeigt, wird durch die optische Oberflächenvermessung ein Höhen-
unterschied zwischen einem relativ großen Korn und dessen umgebenden Körnern
von 400 µm bestimmt (siehe gc in Abb. 5.18). Diese Diskrepanz ist bedingt durch die
Unfähigkeit des Sensors, den Abstand zur Oberfläche sehr transparenter Objekte zu
vermessen. Folglich werden, wie der Überlagerung aus Schliffbild und Oberflächen-
daten (siehe gd in Abb. 5.18) zu entnehmen ist, unsichtbare Objekte ignoriert und
deren Begrenzungen als Stufen interpretiert. Je nach Ausrichtung der Begrenzung zur
Pulsationsrichtung x verschwimmen diese Stufen, bedingt durch den Schatteneffekt
zu breiteren Übergängen. Weiterhin werden Poren, von denen nicht gesagt werden
kann, ob sie sich in oder unter dem transparenten Kristall befinden, als Erhöhungen
von 400 µm vermessen.
Auswirkungen Die hohen relativen Abweichungen |∆Srel |, welche sowohl durch Mes-
sungen mittels Wirbelstromsonde als auch mittels Laser Trigonometrie nachgewiesen
werden, scheinen durch Poren maßgeblich bedingt zu sein. Die Poren, die in diesem
Kontext bisher unbeachtet sind, werden als generelle Eigenschaft einer Naphthalin-
Schicht bereits in [57] beobachtet. Die Poren sind eine bei der NSM unerwünschte Ei-
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Abbildung 5.18.: Überlagerung von optisch vermessener Oberflächenkontur und
mikroskopischem Schliffbild
genschaft der Naphthalin-Schicht, da die makroskopisch gemessene Schichtdickendif-
ferenz ∆S kein Maß ist für die sublimierte Masse ∆M. Die Auswirkung für diese Dis-
krepanz lässt sich aufteilen in einen systematisch und einen stochastisch auftretenden
Fehler.
Systematischer Fehler durch Poren Die Anzahl der Poren, sowie deren projizierter
Flächenanteil werden in dieser Arbeit nicht für alle Messungen jeder Serie ermittelt.
Bereits Stichproben zeigen, dass diese Größen weder mit der Zeit t noch mit der
Schichtdicke S monoton korrelieren. Extreme Fälle, wie in Abb. 5.19a exemplarisch
dargestellt, werden häufig beobachtet. Der projizierte Flächenanteil der Poren erreicht
dann Werte von über 6, 3%, wenn der Durchmesser aller Poren zu dPore ≈ 50 µm
angenommen wird. Nach [58] besitzen die hier beobachteten und als halbsphärisch
angenommenen Poren eine ausreichende Größe, um als diabat zu gelten. Folglich sind
die Oberflächen der Poren relevant für die Sublimation, das heißt, die Mechanismen
der Blasen- und der Verdampfungs-Theorie treten beide auf. Die Kontaktfläche zur
Gasphase ist mit freigelegten Poren um 12, 5% größer als mit überdeckten Poren
beziehungsweise ohne Poren. Der Massenabtrag ∆M, der mit der Schichtdickendiffe-
renz ∆S bestimmt wird, ist folglich um 12, 5% geringer als der wahre Wert. Liegen in
einem Teil der Schicht keine Poren vor, stimmen ermittelter und wahrer Massenabtrag
jedoch überein. Als Konsequenz ist bei Wiederholungsmessungen eine einseitige
Abweichung von etwa 12, 5% ≡ |∆Srel | = 11, 8% durch die Poren erklärbar, abhängig
von der Anzahl und Größe der Poren im betreffenden, abgetragenen Schichtteil.
Dieses ist nur ein kleiner Teil der festgestellten relativen Abweichung |∆Srel | von
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(b) Poren und Positionierungsfehler
Abbildung 5.19.: Beispiele zur Anzahl und Größe der Poren, sowie deren Vergleich zur
Positioniergenauigkeit der Proben
bis zu 138%. Er stimmt jedoch sehr gut überein mit der, in realtive Abweichung
umgerechneten Schwankung aus [3] von |∆Srel | ≈ 12%. Da diese Schwankung auch
bei Schichtabnahmen bis zu ∆S = 200 µm (siehe Abb. 5.6) festgestellt werden, sind
vermutlich mehrere Lagen an Poren von dPore ≈ 50 µm in dieser Schicht enthalten,
was ein Indiz für die Blasen-Theorie ist. Die Schwankungen sind daher systematischer
Natur. Auch bei Schichtabnahmen über hinreichend viele Porenlagen wird die relative
Abweichung daher nicht unter 12% sinken. Sind die Poren Gasblasen, so tritt ein wei-
terer systematischer Fehler auf, wenn Poren in der abgenommenen Schicht enthalten
sind. Um das Niveau der sublimierten Masse dann richtig zu bestimmen, müsste
die mittlere Volumendichte der Poren in der Massendichte der Naphthalin-Schicht
Berücksichtigung finden. In diesem Fall ist die Massendichte des Sublimats um 4, 2%
geringer, sofern die Masse der Poren selbst vernachlässigbar ist. Die mittels NSM auf
Basis der Wirbelstromsonde ermittelten Sherwood-Zahlen dürften daher etwa 4...5%
größer sein als die wahren. Bei der Verwendung der optische Oberflächenvermessung
könnte dieser Fehler minimiert werden, wenn die identifizierbaren Poren in PRE- und
POST-Messung rechnerisch mit einbezogen werden.
Stochastischer Fehler durch Poren Die größere relative Abweichung bei der opti-
schen Oberflächenvermessung kommt durch einen zufälligen Fehler zustande. Im Mo-
ment, indem teilweise bedeckte Poren ausreichend freigelegt werden, steigt die lokale
Schichtdickenabnahme um die verbleibende Porentiefe sprunghaft an, da der Laser-
Strahl den Boden der Pore erreicht. Bei Untersuchungen, bei denen üblicherweise lo-
kale Schichtabnahmen von weniger als ∆S = 100 µm auftreten, liefert ein Aufbrechen
einer sphärische Pore vom Durchmesser dPore ≈ 50 µm mit einer dann noch messba-
ren5 Tiefe von etwa 105 µm eine relative Abweichung von |∆Srel | ≈ 40% im Vergleich
zur Messung ohne die Existenz der Pore. Haben die Poren, wie in Abb. 5.15 repräsen-
tativ gezeigt, einen Durchmesser von dPore ≈ 200 µm, steigt die relative Abweichung
durch Porenaufdeckung auf |∆Srel | ≈ 100%. Diese Abweichungen entstehen auch,
wenn die Poren bei zwei Schichtdickenvermessungen durch den unvermeidbaren Po-
5Aufgrund des Schatteneffekts, siehe Abb. 3.4
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sitionierungsfehler an hinreichend unterschiedlicher Stelle zu liegen kommen, wie in
Abb. 5.19b exemplarisch dargestellt. Hier reichen bereits wenige µm Versatz oder we-
nige Grad Verdrehung der Messgitter zueinander in der x-y-Ebene, um an einer Posi-
tion eine Pore zu vermessen, welche bei der Wiederholungsmessung nach neuem Po-
sitionieren der Probe dort nicht mehr festgestellt wird. Dieses gilt prinzipiell auch für
Poren in oder unter transparenten Kristallen, nur dass hier auch eine Schichtzunahme
beobachtet werden kann und vereinzelt auch wird. Insgesamt ist die größere relative
Abweichung bei der optischen Oberflächenvermessung daher durch die Aufdeckung
von Poren beziehungsweise durch die Positionierungenauigkeit erklärbar.
Gesamter Fehler durch Poren Die Summation von stochastischem und systemati-
schem Fehler liefert eine relative Abweichung von bis zu |∆Srel | ≈ 112%, welche recht
gut zu den aus Messungen ermittelten Werten passt (siehe Abb. 5.12 und Abb. 5.13).
In der praktischen Anwendung der NSM ist die Kernfrage daher, wie viele Poren und
in welcher Größe zu welchem Zeitpunkt existieren. Um einen Ansatz für die Beant-
wortung zu finden, müssen das Verhalten Poren und deren Gründe verstanden sein.
Im Rahmen dieser Arbeit können hierzu nur Vermutungen angegeben werden. Die
grundsätzlichen Ursachen zu den Poren dürften allerdings in der erwähnten Blasen-
Theorie und der Verdampfungs-Theorie liegen.
Blasen-Theorie Der Mechanismus zur Generierung von Poren könnte die Ausfällung
von Gas während der Erstarrung der Schmelze sein. Grund hierfür müsste ein gerin-
geres Gaslösungsvermögen von festem Naphthalin sein im Vergleich zum flüssigen.
Ausgehend von einem Keim, wie beispielsweise einem bereits existierenden Kristall,
einem Fremdeinschluss oder einer Gasblase, würde dann ein Kristall heranwachsen
und an seinen Grenzen das ausgefällte Gas abscheiden. Dieses bildete durch Ober-
flächenspannungen sphärische Blasen, die durch die umgebenden, erstarrten Kristal-
le am Auftreiben gehindert würden. Ob es sich bei dem Gas um Verbindungen mit
Naphthalin-Anteilen handeln könnte oder um andere Moleküle ist unbekannt. Aller-
dings zeigt die Gaswaschung mit Helium, welches das gelöste Gas in der Schmelze
substituiert und bei Ausfällung nur wenige kleine Blasen bilden soll, keine erkennbar
positive Wirkung im Bezug auf die relative Abweichung. Es könnte daher sein, dass
die Waschung der Schmelze unzureichend ist. Auszuschließen ist auch nicht, dass das
Helium selbst ähnliche Blasen bewirkt wie ein anderes Gas. Eine abschließende Ant-
wort können nur zukünftige, detailliertere Untersuchungen liefern. Jedoch selbst wenn
eine intensivere Gaswaschung die Porenbildung verhindern kann, wird die Beschich-
tung von Kühlkanalmodellen mit entgaster Schmelze ohne Kontamination mit Luft
notwendig werden. Die Modelle müssten vollständig gasdicht und mit Helium spül-
bar sein. Gleichzeitig bleibt die Vorwärmung des Kanals notwendig. Beides wäre nur
mit sehr hohem technischen Aufwand möglich, der die Praktikabilität der NSM in Fra-
ge stellen würde.
Verdampfungs-Theorie Ein weiterer Mechanismus, der Poren hervorbringen könn-
te, ist die Art, wie Naphthalin-Kristalle gegebenenfalls sublimieren. Die Poren wür-
den dann eine immanente, unvermeidbare Eigenschaft der NSM sein. Eine akzeptier-
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te Theorie zur Verdampfung von Kristallen basiert auf der Hertz-Knudsen-Effusions-
Gleichung Gl. 5.5 (in dieser Form angegeben in [59], Urquelle ist [60] beziehungsweise
phenomenologisch [61]). Sie beschreibt die Verdampfungsrate n˙α sofern kein mole-
kular diffusiver Widerstand in der Gasphase vorliegt. Dieser Widerstand ist inexis-
tent, wenn die Teilchen in der Gasphase keine Wechselwirkungspotentiale besitzen
und Teilchenstöße nicht auftreten. Teilchen werden daher nicht von anderen Teilchen
der Gasphase daran gehindert, in oder aus der Fest- beziehungsweise Flüssigphase zu
wechseln. Experimentell lässt sich die Hertz-Knudsen-Effusions-Gleichung daher nur
für den Sonderfall der Verdampfung ins Vakuum näherungsweise lösen. Dann ist der
partielle Druck in der Gasphase pp.∞ Null und das treibende Sublimationsdruckge-
fälle maximal. Grundsätzlich kann die Theorie hinter der Hertz-Knudsen-Effusions-
Gleichung jedoch eine lokal unterschiedliche Sublimation erklären, welche Poren er-
zeugen würde.
−n˙α = α√2pi mM kB T
[
pv − pp.∞
]
(5.5)
Der entscheidende Faktor in Gl. 5.5 ist der Kondensationskoeffizient6 α. Er ist das Ver-
hältnis von tatsächlicher zur theoretisch größtmöglichen Verdampfungsrate und ent-
spricht daher maximal Eins. Die theoretisch größtmögliche Verdampfungsrate ist jene,
bei der alle Teilchen, die auf die Phasengrenze treffen, auch durch diese hindurch ge-
hen und nicht zurückgeworfen werden. Aus Experimenten werden gewöhnlich Ver-
dampfungskoeffizienten kleiner Eins α < 1 bestimmt (zum Beispiel in [60]). Bei der
Verdampfung eines Kristalls, also bei der Sublimation, könnte der Grund hierfür die
Art und Weise sein, wie sich Moleküle aus einem Kristallgitter lösen und an dieses
anlagern. Einen Ansatz zur mathematischen Beschreibung dieser Prozesse liefern [62]
und [63] mit der Kossel-Stranski-Theorie. Eine detaillierte Beschreibung dieser Mo-
dellvorstellung findet sich in [64]. Nach der Kossel-Stranski-Theorie ist der Ort, an
dem sich Moleküle aus einem Kristall lösen oder anlagern, sowie der Weg, den sie
dabei nehmen, durch das Zusammenspiel der dazu notwendigen spezifischen Energi-
en determiniert. Unterschieden wird dabei die Anlagerungsenergie für Flächen, Kan-
ten und Ecken, worunter die in Abb. 5.20a mit 1, 2, 3 gekennzeichneten Orte zu ver-
stehen sind. Die Energie zum Transfer eines Moleküls in die Dampfphase ergibt sich
aus der Summe von Energieanteilen Φnm für den jeweiligen Pfad des Moleküls. Aus
diesem Ansatz folgt eine schrittweise Reduktion des Kristallgitters, Teilchenlage um
Teilchenlage, ausgehend von einer Gitterstufe (analog zum Wachstumsmodus nach
van der Merve in Abb. 5.20b), ohne dass sich die gelösten Moleküle wieder anlegen.
Für einen perfekten Einkristall, der einer ausreichend untersättigten Gasphase ausge-
setzt ist, scheint sich dieses Modellverhalten nach [65] experimentell und nach [66]
theoretisch/numerisch zu bestätigen. Perfekte Kristalle liegen jedoch nur selten in
Naphthalin-Korngefügen vor, wie aus [67], [68] und [69] zu entnehmen ist. Die Im-
perfektionen und Unreinheiten repräsentieren dann Gitterstufen, an denen die Ver-
dampfungsrate am größten ist. Allerdings können die Imperfektionen auch so nah zu-
6Auch bezeichnet als Verdampfungskoeffizient oder Akkommodationskoeffizient, wenn als übertragene Ei-
genschaft nicht die Teilchen, sondern deren Energie verwendet wird. Dieser ist nicht zu verwechseln mit
dem Wärmeübergangskoeffizienten.
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einander liegen, dass sich gelöste Moleküle an diese wieder anlagern, anstatt in die
Gasphase zu wechseln. Beide Phänomene, Imperfektionen und Unreinheiten können
mit der optischen Mikroskopie nicht direkt beobachtet werden. Die NSM kann aber als
eine Ätzbild-Methode aufgefasst werden, wie sie in [67] und [57] Verwendung findet.
Über Ätzbilder lassen sich, wie in [68] und [70] gezeigt wird, potentielle Gitterdefekte
in der Kristalloberfläche lokalisieren, indem diese mikroskopisch sichtbare Grübchen
und Hügel bilden. Diese Indikatoren ähneln sehr den hier zahlreich beobachteten Hü-
geln (siehe Abb. 5.15 im Bereich ga ). Nach [71] (Kap.6.3, S.95) bewirkt die spanende
Bearbeitung der Oberfläche vermehrte Gitterdefekte. Daher dürften die Kristalle der
Naphthalin-Schicht generell und erst recht beim Schleifen der Oberfläche sehr viele Im-
perfektionen aufweisen, an denen der Gitterabbau durch Verdampfung voranschreitet.
Verdampft ein Kristall ohne kovalente Bindungen aufzuheben7, entspricht die Sum-
me der Transferenergien über alle in die Gasphase transportierten Moleküle der ma-
kroskopisch feststellbaren Sublimationsenergie ∆GU. Experimentell ermittelte Werte
der Gitterenergie für Naphthalin verschiedener, in [72] zusammengefasster Quellen
zeigen eine relativ große Abweichung von etwa 84%MW. Als vertrauenswürdigster
Wert wird dort ∆GU = 17.300 cal/mol ≈ 72, 4 kJ/mol angegeben. Ähnliche Wer-
te von etwa ∆GH ≈ 73 kJ/mol zeigt auch die deutlich reichhaltigere Zusammen-
fassung von Untersuchungsergebnissen zur Sublimationsenthalpie ∆GH von Nahph-
thalin in [73], die auch die Werte aus [72] beinhaltet. Allerdings ist die Abweichung
der Sublimationsenthalpie zwischen den Quellen bei einer repräsentativen Tempera-
tur von Tm = 298 K mit 13, 5%MW immer noch relativ groß. Sublimationsenthalpie
∆GH und Sublimationsenergie ∆GU sind in diesen Fällen vergleichbar, da in den Ex-
perimenten der Druck der Dampfphase sehr gering gehalten wird. Die Volumenände-
rungsarbeit p ·∆Vm = ∆GH−∆GU ist damit nahezu vernachlässigbar. Die Ursache der
Schwankung von Sublimationsenthalpie und -energie beziehungsweise Gitterenergie
könnte daher ein Indiz für unterschiedlich hohe Konzentrationen an Kristallimperfek-
tionen sein, die in den einzelnen Experimenten vorlagen. Damit wäre der Kondensa-
tionskoeffizient α von der Imperfektionsdichte abhängig und essentieller Faktor der
Verdampfungs-Theorie.
Eine weitere und in [60] vermutete, mögliche Ursache für einen verminderten Konden-
sationskoeffizienten (α < 1) ist die Abdeckung des Kristallgefüges durch Fremdmole-
küle. Diese stellen einen molekularen Widerstand dar, der zwar der Grundvorausset-
zung der Hertz-Knudsen-Effusions-Gleichung widerspricht, aber einen enormen Ein-
fluss auf die Sublimation haben könnte. Beim üblichen Vorgehen der NSM kann eine
Überdeckung der Naphthalin-Schicht durch Fremdsubstanzen beispielsweise aus der
Luft nicht ausgeschlossen werden.
Neben dem Kondensationskoeffizienten könnte auch der lokale Dampfdruck pv
die örtliche Verdampfungsrate beeinflussen, auch wenn ausschließlich perfekte,
unbedeckte Naphthalin-Kristalle vorliegen. Viele experimentell bestimmte Werte für
den Dampfdruck von Naphthalin weichen erkennbar voneinander ab, wobei in allen
Untersuchungen Kristall-Gefüge und keine Einkristalle vorliegen. Der Vergleich des
Dampfdrucks ermittelt in [75] für eine Temperatur T = 313, 52 K und jenem angege-
ben in [76] bei T = 313, 88 K zeigt eine Abweichung von etwa 8%MW. Allerdings sind
7Bei der Sublimation von Naphthalin wird dieses postuliert.
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Abbildung 5.20.: Molekulares Verhalten von Kristallen
die Ergebnisse der letztgenannten Veröffentlichung ganz offensichtlich von geringer
Qualität, da entgegen der Erwartung für höhere Temperaturen teilweise geringere
Dampfdrücke8 angegeben werden. Dieses zeigt, dass trotz des enormen Aufwands
zur Konstanthaltung der experimentellen Bedingungen der Dampfdruck variierend
vermessen wird. Ursache hierfür könnte die Gestalt der Kristalle sein, wie aus
der Untersuchung [66] zum Verdampfungsverhalten von Schwefel-Einkristallen zu
adaptieren ist. Je nach Gitterebene wird ein unterschiedlicher Dampfdruck ermittelt.
Beipielsweise ergibt sich eine Abweichung im Dampfdruck von etwa 35, 5%MW
zwischen zwei unterschiedlich orientierten Gitterebenen9 bei einer Temperatur von
T = 307, 7 K. Entsprechend wird auch der Kondensationskoeffizient von etwa Eins
α ≈ 1 bei unterschiedlichen Temperaturen ermittelt, je nach vermessener Gitterebene.
Sollten auch Naphthalin-Kristalle je nach Gitterebene unterschiedliche Dampfdrücke
zeigen, so wäre bei der NSM nicht nur die örtliche Verdampfungsrate unterschiedlich
und würde gegebenenfalls zu Poren führen, sondern nach der Annahme aus [6]
auch der partielle Druck des Naphthalin-Dampfes über der Naphthalin-Schicht. Das
treibende Partialdruckgefälle der Diffusion wäre damit lokal unterschiedlich, ohne
dass diesem Rechnung getragen würde.
Indizien für die Verdampfungs-Theorie In [74], [77], [78] und [79] wird gezeigt, dass
die Oberflächenkristalle des Substrats für die Struktur der ersten Anlagerungsmo-
leküllagen von polyzyklischen Aromaten, darunter auch Naphthalin, entscheidend
ist. Die Gitterausrichtung der Kristalle von Substrat- und Anlagerungsmolekülen, so-
wie deren unterschiedliche Wechselwirkungspotentiale bedingen primär die drei in
Abb. 5.20b skizzierten Wachstumsmodi. Grundsätzlich dürfte der Kristallabbau nach
den inversen Modi ablaufen. In [80] wird allerdings angemerkt, dass der Einfluss des
Substrats mit steigender Anlagerungsschichtdicke abnehmen dürfte. Bei ausreichend
vielen Moleküllagen liegt dann ein Kristallwachstum nach van der Merwe vor. Der
8 pv ≈ 48, 94 Pa bei T = 313, 88 K und pv ≈ 88, 77 Pa bei T = 311, 49 K
9Verwendet werden hier die Ebenen (011) und (111) des orthorhombischen Schwefel-Kristalls
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Kristallabbau wird invers dazu, Moleküllage um Moleküllage erfolgen. Allenfalls die
makroskopische Oberflächenrauigkeit des Substrats dürfte dann das Korngefüge prä-
gen. Es ist aber nicht auszuschließen, dass Auswirkungen der substratnahen Inselfor-
mationen auf der Oberfläche einer dickeren Schicht erkennbar sind. Weiterhin könn-
ten neue Anlagerungsformationen durch ein Kristallwachstum/-abbau nach Volmer-
Weber oder Stranski-Krastanov an Verunreinigungen hervorgerufen werden. Diese
Formationen wären dann Ausgangspunkt zur Bildung der unter ga in Abb. 5.15 zu
erkennenden Hügel. In [74] mittels Rasterkraftmikroskopie gefundene „knubbelför-
mige“ Inseln, auf einem 10 nm dicken PEN-Tetron10 Film auf Kupfersubstrat Cu(221)
nach einer mehrmonatigen Aussetzung an Luft, ähneln den Hügeln in Form und Grö-
ße. Die Inseln sind laut [74] nicht vom Substrat induziert und auch nicht durch Oxi-
dation bedingt. Deren eigentliche Ursache ist jedoch nicht vollständig ermittelt und
könnte daher in einer Verunreinigung liegen. Insgesamt dürften die Hügel aber ein
Indiz für das Zutreffen der Verdampfungs-Theorie sein.
Chemische Reaktionen als weitere Ursache Sowohl die Mechanismen der Blasen-
Theorie als auch der Verdampfungs-Theorie könnten durch chemische Reaktionen her-
vorgerufen beziehungsweise gestärkt werden. Bekannt und zahlreich untersucht sind
vor allem die Oxidationen von Naphthalin zu Kohlendioxid CO2 und zu Phthalsäu-
reanhydrid (PSA) C8H4O3. Beide Reaktionen benötigen ohne Katalysator deutlich hö-
here Temperaturen als sie wärend des Schmelzvorgangs vorliegen, um messbare An-
teile an Reaktionsprodukten zu erhalten. Eine katalytische Reaktion in der Gasphase,
wie sie durch die Anwesenheit von Metalloxiden (siehe [81], [82]) oder Palladium-
Nanopartikel (siehe [83]) erreicht wird, produziert aber bereits bei geringen Tempera-
turen von T ≈ 400 K bis zu etwa 5% CO2. Die Umformung von Naphthalin zu PSA
in messbaren Anteilen benötigt trotz Katalysatoren tendenziell etwas höhere Tempe-
raturen von T > 640 K (siehe [84], [85], [86]). In dieser Arbeit erfolgt der Schmelzvor-
gang in der Beschichtungsanlage (Beschreibung siehe [3]) über eine Dauer von etwa
6 h unter dem Einfluss von Luftsauerstoff. Die Temperatur wird dabei in der Mitte
des Schmelzbehälters gemessen und zur Regelung der Heizelemente verwendet. Die
Abschalttemperatur liegt bei T ≈ 395 K. Welche räumliche Temperaturverteilung im
Bad, insbesondere nahe der Heizelemente, vorherrscht, ist unbekannt, da diese bis-
her als irrelevant erachtet wurde. Die nicht zur Beschichtung verwendete Schmelze
kristallisiert in der Anlage und wird für weitere Beschichtungen wieder verflüssigt.
Es ist daher nicht auszuschließen, dass sich wärend des Schmelzvorgangs PSA oder
Kohlendioxid bilden und in die Naphthalin-Schicht integriert werden. Einerseits be-
treffen diese Reaktionsprodukte die Blasen-Theorie, da die Poren Blasen aus PSA-
Dampf oder Kohlendioxid sein könnten. Andererseits ist PSA bei Umgebungsbedin-
gungen kristallin und sublimiert (siehe [87]) ähnlich wie Naphthalin allerdings mit ei-
nem etwa um Faktor 100 kleineren Dampfdruck von pv.PSA|298 K ≈ 0, 13 Pa (siehe [88])
im Vergleich zu pv.Naphthalin|298 K ≈ 11, 3 Pa (siehe [75]). Bei gleichen Bedingungen
wird der Sublimationsstrom des PSA daher größer ausfallen als der von Naphthalin
n˙α,PSA > n˙α,Naphthalin. Ein örtlich unterschiedlicher Abbau der Naphthalin-Schicht, ge-
gebenenfalls in Form von Poren wäre die Folge.
10C22H14O4
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Fazit Die makroskopisch beobachtete schlechte Reproduzierbarkeit lässt sich mit Po-
ren in der Naphthalin-Schicht schlüssig erklären. Eine fundiert begründete Ursache
für die Poren ist aber nicht vorhanden. Für das Zutreffen der Blasen-Theorie als auch
der Verdampfungs-Theorie lassen sich allerdings in verschiedenen Untersuchungen
Indizien finden.
5.1.3. Kernaussagen zur Reproduzierbarkeit
Für die in dieser Arbeit verwendete Form der NSM wird eine Schwankung von
|∆Srel | = 138% ermittelt. Etwa |∆Srel | = 12% können der, durch Poren bedingten
zeitlich schwankenden diabaten Oberfläche zugeschrieben werden. Die höhere Sensi-
tivität der optischen Oberflächenvermessung liefert eine weitere, erklärbare relative
Abweichung von bis zu |∆Srel | = 100%. Bei Untersuchungen von Kühlkanälen
mittels NSM werden die Verteilungen der Sherwood-Zahl auf den Kanalwänden
folglich nur dann verlässlich sein, wenn diese räumliche Unterschiede zeigen, die
deutlich größer sind als die relative Abweichung |∆Srel | = 138%. Wandverteilungen
der Sherwood-Zahl, bei denen der maximal zu findende Wert nur um den Faktor
5, 5 größer ist als der minimale, sind damit nicht aussagekräftig, da sie vollständig
im Schwankungsbereich liegen. Auch Verteilungen der Sherwood-Zahl mit deutlich
größeren Verhältnissen von Maximal- zu Minimalwert sind primär nur qualitativ
verwertbar. Ausnahmen sind Fälle, bei denen eine Ungenauigkeit von 550% im
Niveau der Sherwood-Zahl akzeptiert werden kann.
5.2. Experimentelle Untersuchung der Prallkühlung
Einer der zwei repräsentativen Fälle zur Validierung der SAM ist die in Kap. 2.5 be-
schriebene Prallkühlung. Untersucht wird der Stoffübergang von den Kanalwänden
(siehe Abb. 2.4) an die durchströmende Luft mittels NSM. Die Ergebnisse werden
in Kap. 5.2.1 diskutiert. Variiert werden dabei die Reynolds-Zahl ReA1 nach Gl. 5.6,
die Rotationszahl RoA1 nach Gl. 5.7, der Anstellwinkel zur Rotationsachse α und die
Art der Fluidabfuhr. Hierbei gibt κ den Anteil am Massenstrom an, der durch die
Bohrungen B1 und B2 abgeführt wird.
ReA1 =
ρ(T, p) dA1 uA1
η(T, p)
(5.6) RoA1 =
ω dA1
uA1
(5.7)
Zur Bildung der Reynolds-Zahl wird der hydraulische Durchmesser der Einström-
bohrungen dA1 = dA2 als charakteristische Länge verwendet. Als charakteristische
Geschwindigkeit wird die mittlere Strömungsgeschwindigkeit in den selbigen Boh-
rungen uA1 = uA2 herangezogen. Die Stoffwerte Massendichte ρ(T, p) und dynami-
sche Viskosität η(T, p) werden mittels gemessener Zustandsgrößen berechnet. Die Ro-
tationszahl wird mit der Drehkreisfrequenz ω und derselben charakteristischen Län-
ge und Geschwindigkeit gebildet, die bei der Reynolds-Zahl verwendet werden. Die
Werte der Variationsparameter sind in Tab. 5.1 angegeben. Im Folgenden werden nur
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Messergebnisse von ausgewählten repräsentativen Parameterkonstellationen zur Aus-
sagengenerierung verwendet.
κ 1,0 0,5 0,0
ReA1 10k 20k 30k 40k 40k 25k
RoA1 = 0,000.0 α = {} α = {} α = {} α = {} α = {}
RoA1 = 0,008.0 α = 0◦ α = 0◦ α = 0◦
α = 45◦ α = 45◦ α = 45◦
α = 25◦
RoA1 = 0,001.7 α = 0◦ α = 0◦ α = 0◦
α = 45◦ α = 45◦ α = 45◦
α = 25◦
α = 205◦
RoA1 = 0,002.3 α = 0◦ α = 0◦
α = 45◦ α = 45◦
RoA1 = 0,002.7 α = 0◦
RoA1 = 0,003.4 α = 0◦ α = 0◦ α = 0◦
α = 45◦ α = 45◦ α = 45◦
α = 180◦
RoA1 = 0,006.6 α = 0◦
Tabelle 5.1.: Vermessene Parameterkonfigurationen des Stoffübergangs
im Prallkühlkanal
Weiterhin wird das Strömungsgeschwindigkeitsfeld innerhalb der leicht modifizierten
Geometrie (siehe Kap. 3.1.7) bei einer Reynolds-Zahl von ReA1 = 20k und einer
Rotationszahl von RoA1 = 0 mittels MRV experimentell bestimmt und charakterisiert.
Die Massenabfuhr erfolgt dabei ausschließlich durch die Abführbohrungen B1 und B2
(entspricht κ = 1, 0). Die Ergebnisdarstellung erfolgt in Kap. 5.2.2.
Sowohl die Ergebnisse der Strömungsfeldvermessung als auch der Stoffübergangs-
messung wurden bereits vom Autor in [4] veröffentlicht und sind in diese Arbeit ohne
explizite Zitierung integriert.
5.2.1. Stoﬀübergang der Prallkühlung
Generell wird bei allen Auswertungen des Stoffübergangs in Form der Sherwood-Zahl
Sh die Fernfeldkonzentration zu Null gesetzt
ξ∞
!
= 0
Der Einfluss einer Rückströmung oder einer Konzentrationsanreicherung in Totwas-
sergebieten ist damit als vernachlässigbar postuliert. Die Kanalwände A, B, C, D sind
anders als Boden und Deckel beschichtet und damit diabat. Für einen Großteil der
Messungen wird die Naphthalin-Schicht auf allen Kanalwänden mit Ausnahme von
Wand D vor der PRE-Messung durch Fräsen mechanisch bearbeitet. Die Bearbeitung
der Schicht auf Wand D erfolgt durch manuelles Schleifen. Nach der Bearbeitung fin-
det eine kurzzeitige11, konvektiv getriebene Sublimation zur „Entstaubung“ der Ober-
11Etwa 10 Minuten bei ReA1 = 20k
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Abbildung 5.21.: Verteilung von Sh auf Wand C des Prallkühlkanals gemessen bei ver-
schiedenen Messdauern und extrapoliert zum Zeitpunkt t = 0 s sowie die Steigung der
linearen Regression von Sh(t) basierend auf den vier Messdauern.
fläche statt. Bei einigen Messungen wird die Schicht eines vorangegangenen Versuchs
ohne Bearbeitung weiterverwendet. Für die Messungen zur Parameteruntersuchung
(Re, Ro, κ, α) erfolgt die Schichtabnahmevermessung zur Minimierung des Messauf-
wandes nur im Bereich der fünfeinhalb radial äußersten Bohrungen der Reihe A2, also
auf nur rund 61% der Kanallänge. Die Auflösung ist dabei isodistant 1/mm. Bei den
Messungen zur Reproduzierbarkeit wird ein Bereich von der dritten bis zur sechsten
radial innen liegenden Bohrung A1, also ein Segment von rund 48% der Kanallänge
mit einer isodistanten Auflösung von 4/mm vermessen. Die Naphthalin-Schicht wird
vor jedem Reproduzierbarkeitsversuch durch mechanisches Bearbeiten geglättet, je-
doch nicht durch erzwungene Konvektion entstaubt.
Reproduzierbarkeit der Sherwood-Zahl
Ähnlich zu den Messergebnissen nahe eines Dralllochs (siehe Kap. 5.1.1) werden
auch beim Prallkühlkanal bei Wiederholungsmessungen unterschiedliche Niveaus
der Sherwood-Zahl bestimmt. Die Darstellung Abb. 5.21 zeigt die Verteilungen von
Sh auf der Wand C, berechnet aus Messungen bei vier verschiedenen Dauern aber
sonst gleichen Parametern. Je nach Messdauer liegen die pro Messung maximal
auftretenden Sherwood-Zahlen im Bereich von Sh ≈ 350...700. Die zum Zeitpunkt
t = 0 s linear extrapolierte Sherwood-Zahl ist mit Sh ≈ 750 mehr als doppelt so groß
wie die Sherwood-Zahl, bestimmt bei einer üblichen Messdauer von t = 2.400 s. Es
ist daher bei allen Messergebnissen eine relative Abweichung der Sherwood-Zahl von
mindestens |∆Shrel | = 67% zu berücksichtigen. Dieser Wert ist ertwartungsgemäß
höher als |∆Srel | = 12% bei der Vermessung des Dralllochs mit Wirbelstromsonde, die
relativ unsensitiv gegenüber Poren ist. Der Einfluss der Poren ist jedoch nicht so groß
wie die |∆Srel | = 138% bei den Doppelproben-Sublimations-Experimenten. Ursache
hierfür dürfte die geringere räumliche Auflösung sein. Der Messgitterabstand bei Re-
produzierbarkeitsmessungen am Prallkühlkanal ist mit 250 µm etwas größer als die zu
erwartenden Porendurchmesser. Maximal entfällt daher nur ein Messpunkt auf eine
Pore. Bei den Doppelproben-Sublimations-Experimenten sind es deutlich mehr. Wäre
die Porendichte und Porengrößenverteilung räumlich homogen, so müsste die relative
Abweichung unabhängig von der gewählten Auflösung sein und folglich bei der
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Vermessung des Prallkühlkanals und den Doppelproben-Sublimations-Experimenten
identische Werte annehmen. Da dem nicht so gegeben ist, verhärtet sich die bereits
gezogene Schlussfolgerung, dass die Poren in ihrer Größe und ihrer räumlichen
Verteilung als zufällig angesehen werden müssen. Bei höherer räumlicher Auflösung
des Prallkühlkanals dürfte sich die relative Abweichung der Sherwood-Zahl daher
dem Wert der Doppelproben-Sublimations-Experimente von 138% nähern. Ein Indiz
für das zahlreiche Vorhandensein der Poren ist das ausgeprägte räumliche Rauschen
der Sherwood-Zahl-Verteilung wie es in Abb. 5.21 sowie in allen weiteren Ergebnis-
darstellungen zu erkennen ist.
Anders als die Messergebnisse nahe eines Dralllochs zeigt die in Abb. 5.21 dargestellte
Verteilung der Steigung der linearen Regression dSh/dt eine gewisse Ähnlichkeit
zu den Konturen der Sherwood-Zahl. Diese bezieht sich jedoch überwiegend auf
rechteckige, streifenförmige Strukturen, die auf die mechanische Bearbeitung der
Naphthalin-Schicht vor der PRE-Messung zurückzuführen sind. Es besteht eine gute
Deckungsgleichheit dieser Strukturen mit den Frässpuren und deren Überlappungs-
gebieten. Abgesehen von diesen Strukturen ist jedoch keine Ähnlichkeit zwischen den
Verteilungen von dSh/dt und Sh festzustellen. Die sich ändernde Grenzschicht auf-
grund der sich verändernden Oberflächenkontur hat daher keine hier messtechnisch
nachweisbare Wirkung auf den Stoffübergang. Dahingegen scheint die mechanische
Bearbeitung das Sublimationsverhalten der Naphthalin-Schicht zu beeinflussen.
Denkbar ist, dass wärend der Spanabnahme ein kurzzeitiges, lokal begrenztes Auf-
schmelzen des Naphthalins erfolgt und sich dadurch die Gefügestruktur ändert. Da
die Frässpuren von der Vorschubrichtung (N, H) abzuhängen scheinen, dürfte die
Drehachse des Fräsers nicht ideal senkrecht zur Kanalwand stehen. Die Schneiden
des Fräsers werden daher je nach Vorschubrichtung stärker schieben oder ziehen
und ein unterschiedlich starkes Aufschmelzen der Schicht bedingen. Vor diesem
Hintergrund ist auch die Verteilung der Steigung der linearen Regression dSh/dt
bei der Vermessung nahe eines Dralllochs Abb. 5.5 deutbar. Die Naphthalin-Schicht
wird vor jedem Versuch mit einem halbkugelförmigen Fräser mechanisch bearbeitet.
Dieser erzeugt in einem Zug die Endgestalt der Schicht. Die Drehachse des Fräsers
ist bei der Bearbeitung so ausgerichtet, dass mit kleiner werdender Koordinate α
die Schnittgeschwindigkeit ansteigt. Im Bereich kleiner Werte von α dürfte daher
die Aufschmelzung und somit auch der Einfluss auf das Sublimationsverhalten am
stärksten sein. Die mit sinkendem α ansteigenden Werte von dSh/dt in Abb. 5.5 sind
folglich auf das mechanische Bearbeiten der Naphthalin-Schicht zurückführbar.
Fazit Grundsätzlich ist die schlechte Reproduzierbarkeit bei der NSM auch bei der
Untersuchung der Prallkühlung festzustellen. Anders als bei den Doppelproben-
Sublimations-Experimenten wirkt sich die mechanische Bearbeitung der Schicht
deutlich negativ auf die Reproduzierbarkeit aus. Generell ist die quantitative Aussa-
gekraft der Messergebnisse genauso wie bei der Vermessung nahe eines Dralllochs
inakzeptabel.
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Abbildung 5.22.:Vergleich der Verteilung von Sherwood-Zahl Sh und Nusselt-Zahl Nu.
Die experimentell ermittelten Daten zur Nusselt-Zahl-Verteilung wurden dem Autor
von Herrn Höfler (ITLR, Universität Stuttgart) zur Verfügung gestellt
Prinzipielle Verteilung der Sherwood-Zahl
Die Verteilung der Sherwood-Zahl Sh auf den Kanalwänden ist mit Ausnahme lokal
begrenzter Bereiche sehr homogen, wie aus der repräsentativen Darstellung Abb. 5.22
für die Wand C und Wand D zu entnehmen ist. Im Folgenden werden die Bereiche mit
vergleichsweise hohen Werten von Sh als Auftreffgebiete bezeichnet und mit IA_A1
und IA_A2 für Impingement Area abgekürzt. Obwohl die experimentell bestimmte
Sherwood-Zahl keine akzeptable Aussagequalität besitzt, werden im Weiteren de-
ren Werte angegeben. Auf eine Relativierung von Sh pro Messung, beispielsweise
durch den Maximalwert von ShIA_A2 im Bereich der Auftreffgebiete, wird bewusst
verzichtet. Bei dem vorliegenden starken räumlichen Rauschen der Sherwood-Zahl-
Verteilung würde dieses Vorgehen eine Mittelung erfordern und diese wiederum die
Kontur von Sh/ShIA_A2 ungewollt verzerren.
Vergleich der Sherwood-Zahl mit der Nusselt-Zahl
Alle Messungen zur Bestimmung der Nusselt-Zahl mittels thermochromen Flüssig-
kristallen (TLC) wurden vom Institut für Thermodynamik in der Luft- und Raumfahrt
(ITLR) der Universität Stuttgart durchgeführt und die gewonnen Daten dem Autor
zur Verfügung gestellt. Weitere Informationen zu diesen Messungen finden sich in [89]
und [90].
Die Nusselt-Zahl-Verteilung Nu zeigt ähnliche Auftreffgebiete in annähernd gleicher
Ausdehnung und an nahezu identischer Position wie die Sherwood-Zahl-Verteilung.
Das Verhältnis von Sh im Bereich der Auftreffgebiete ShIA_A2 ≈ 200 auf Wand C
zum Minimalwert Sh ≈ 50 auf selbiger Wand ist etwa 4 und damit fast identisch
zum Verhältnis der Nusselt-Zahlen an den entsprechenden Orten. Die qualitative
Übereinstimmung von Sh und Nu ist damit als ausreichend zu bewerten.
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Ungeachtet der Tatsache, dass die experimentell bestimmten Werte der Sherwood-
Zahlen aufgrund der hohen relativen Abweichung nicht aussagekräftig sind, wird
im Folgenden diskutiert, welche Konsequenz eine Korrelationsbildung hätte, würde
den Messwerten bei bestimmten Messdauern Glauben geschenkt. Verwendet werden
die in Tab. 5.2 angegebenen Werte für Sh und Nu in den Auftreffgebieten IA_A2
bei verschiedenen Reynolds-Zahlen und Messdauern. Sie sind den Messergebnissen
direkt entnommen oder durch Extrapolation mit der Geradensteigung von etwa
dSh/dt ≈ −0, 18 1/s errechnet. Diese Steigung ist aus den Wiederholungsmessungen
für den Bereich IA_A2 bei ReA1 = 37k bekannt und wird auch für Messungen mit
kleinerer Reynolds-Zahl als grober Anhaltswert übernommen. Da die Nusselt- und
die Sherwood-Zahl nur für eine identische Parameterkonstellation (ReA1 = 20k)
vermessen sind, werden die Werte für Nu bei ReA1 = 35k und ReA1 = 45k auf
ReA1 = 37k linear interpoliert.
ReA1 20k 35k 37k 45k
NuIA_A2 80 120⇒ 123 (interpoliert) ⇐ 135
ShIA_A2 200 (t = 3.600 s) 100 (t = 3.600 s)
ShIA_A2 650 (extrapoliert t = 0 s) 750 (extrapoliert t = 0 s)
ShIA_A2/NuIA_A2 2,5 (extrapoliert t = 0 s) 0,8 (extrapoliert t = 0 s)
ShIA_A2/NuIA_A2 8,1 (extrapoliert t = 0 s) 6,1 (extrapoliert t = 0 s)
Tabelle 5.2.: Sherwood- und Nusselt-Zahlen im Bereich der Auftreffgebiete auf Wand C
bei verschiedenen Reynolds-Zahlen und unterschiedlichen Messdauern ohne System-
rotation
Wie Tab. 5.2 zu entnehmen ist, ergeben sich je nach Messdauer und Reynolds-Zahl un-
terschiedliche Verhältnisse von ShIA_A2/NuIA_A2. Zur Übertragung von Wärme- und
Stofftransport würden sich daher verschiedene explizite Transferfunktionen fT (siehe
Gl. 4.110) ergeben, abhängig davon, welche Sherwood-Zahl als korrekt angesehen
wird. Der Exponent n der Reynolds-Zahl in diesen Transferfunktionen wäre unter-
schiedlich und läge im Bereich n =̂ log37k/20k(8, 1/6, 1) ≈ 0, 5 ... log37k/20k(2, 5/0, 8) ≈
1, 9, also immer ungleich Null. Damit besäßen Korrelationen der Form Gl. 5.8, Gl. 5.9
immer unterschiedliche Exponenten q, p. Eine Korrelation für den Stoffübergang
würde daher nie für den Wärmeübergang gelten und umgekehrt, sofern diese auf den
in Tab. 5.2 angegebenen Daten basieren.
Sh ≡ A · Req (5.8) Nu ≡ B · Rep (5.9) n = q− p (5.10)
Fazit Die NSM liefert eine Sherwood-Zahl-Verteilung, die qualitativ mit der Vertei-
lung der Nusselt-Zahl übereinstimmt. Quantitativ ist das Niveau der Sherwood-Zahl
jedoch zu stark von der schlechten Reproduzierbarkeit beeinflusst. Für Korrelationen
zum Stofftransport bei der Prallkühlung, die auf den Wärmeübergang übertragbar sein
sollen, sind Messdaten, die mit der NSM gewonnen werden, keine verlässliche Basis.
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Abbildung 5.23.: Verteilung Sh bei zwei verschiedenen Re jeweils mit und ohne Rotati-
on
Die Ergebnisse der NSM werden daher im Folgenden nur qualitativ interpretiert. Da-
bei wird an der Strukturänderung der Sherwood-Zahl-Verteilung der jeweilige Prame-
tereinfluss identifiziert. Vor allem die Lage und Form der Auftreffgebiete IA_A1 und
IA_A2 werden als Indikatoren herangezogen. Das inhomogene Sublimationsverhalten
der Naphthalin-Schicht hat jedoch auch bei diesem Vorgehen noch einen Einfluss, der
die Unsicherheit der Interpretationsaussagen erhöht. Beispielsweise wird die Größe
der Auftreffgebiete je nach Messdauer, lokalem Sublimationsverhalten und Darstel-
lungsskalierung anders ausfallen. Aus diesem Grund wird auf eine sehr aufwändige
algorithmus-basierte Interpretation verzichtet und eine rein visuelle Deutung der Er-
gebnisse vorgenommen.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl ohne Systemrotation
Der qualitative Verlauf der Sherwood-Zahl ändert sich nicht signifikant mit der
Reynolds-Zahl im variierten Bereich von ReA1 = 10k bis ReA1 = 40k, sofern keine
Systemrotation vorliegt RoA1 = 0. Wie unter gA und gB in Abb. 5.23 zu erkennen ist,
sind die Auftreffgebiete IA_A1 und IA_A2 bei ReA1 = 20k und ReA1 = 37k in Form,
Größe und Lage als identisch ansehenbar. Die lokal erhöht scheinende Sherwood-Zahl
im Bereich IA_A1 bei größerer Reynolds-Zahl liegt im Rahmen der Unsicherheit.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl mit Systemrotation
Eine Änderung der Reynolds-Zahl bei einem Anstellwinkel von α = 0 ° und glei-
cher Rotationszahl RoA1 ≈ 0, 001.7 bewirkt keine erkennbaren Unterschiede in der
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Sh-Verteilung, wie durch den Vergleich von gC und gD in Abb. 5.23 zu erkennen
ist. Zu berücksichtigen ist dabei, dass die augenscheinliche Reduktion von Sh mit der
radialen Länge r in gD nicht durch einen veränderten Stoffübergang hervorgerufen
wird. Vielmehr führen Zentrifugalkräfte zu einer plastischen Verwölbung des Träger-
substrats (Segmente des Kanalmodells) und verfälschen so die Schichtdickenmessung.
Diese Deformation lässt sich mit der hier verwendeten Lagekorrektur nicht heraus-
rechnen (siehe Kap. 3.1.5).
Einﬂuss der Systemrotation
Zwischen den Fällen mit und ohne Systemrotation unterscheidet sich die Struktur der
Sherwood-Zahl-Verteilung, wie Abb. 5.23 und Abb. 5.24 zeigen. Die Rotation beein-
flusst die Lage und Form der Auftreffgebiete IA. Im Fall ohne Systemrotation ( gA undgB in Abb. 5.23 und gE in Abb. 5.24) sind Auftreffgebiete Ovale mit einer Symmetrie-
achse. Diese fluchtet zu den Achsen der Bohrungen A1 und A2. Liegt Systemrotation
vor, wie in gF , gG und gH von Abb. 5.24, so versetzen sich die Auftreffgebiete in
radialer Richtung r und kippen um einen bestimmten Winkel zur Bohrungsachse. Der
radiale Versatz ist durch die Kennzeichnung des Mittelpunktes der Auftreffgebiete mit
+ leicht zu erkennen. Die Kippung und Verschiebung des jeweiligen ovalen Gebietes
hängt maßgeblich vom Anstellwinkel α ab. Größere Kippwinkel als 50 ° treten bei den
hier variierten Parametern nicht auf. Pro Parameterkonfiguration verändert sich die
Kipprichtung der Auftreffgebiete über die radiale Koordinate r nicht. Der Wert des
Kippwinkels schwankt aus subjektiver Sicht aber durchaus (siehe gF in Abb. 5.24)
wobei keine eindeutige Abhängigkeit von der Ortskoordinate r feststellbar ist. Eine
mögliche Formänderung der Auftreffgebiete lässt sich aufgrund des flächigen Rau-
schens nicht erkennen.
Einﬂuss der Art der Massenabfuhr
Die Struktur der Sherwood-Zahl-Verteilung wird durch einen höheren Anteil an
Massenabfuhr durch den radial außen liegenden Deckel (κ < 1, 0) verzerrt (siehe
Abb. 5.25). Für den Fall ohne Systemrotation mit vollständig radialer Massenabfuhr
κ = 0 verkippen und verschieben sich die Auftreffgebiete IA_A2, wie aus dem
Vergleich von gI und gK in Abb. 5.25 zu erkennen ist. Der Kippwinkel sowie
die radiale Verschiebung werden größer, je näher das Auftreffgebiet am radialen
Auslass liegt. Die Massenabfuhr κ = 0 wirkt also wie eine radial zunehmende
Systemrotation. Zudem verlagert sich der Auftreffmittelpunkt + auch senkrecht zur
radialen Ortskoordinate r. Diese Verlagerung nimmt ebenfalls mit Annäherung an
den radialen Auslass zu. Unter Systemrotation superponieren sich die Verkippungen
sowie Verschiebungen bedingt durch Rotation und radiale Massenabfuhr. Wie aus gL
von Abb. 5.25 entnommen werden kann, sind die Kippwinkel von IA_A2 deutlich
größer als Null. Im Falle von κ = 1 aber bei sonst ähnlichen Bedingungen sind
die betreffenden Winkel negativ aber vom Betrag in etwa gleicher Größe (siehe gJ
in Abb. 5.25). Im gesamten hier untersuchten Parameterbereich hat die vollständig
radiale Massenabfuhr eine stärkere Wirkung als die Systemrotation.
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Abbildung 5.24.: Einfluss der Systemrotation auf die Verteilung Sh
Fazit
Die mittels NSM bestimmten Sherwood-Zahlen ergeben keine quantitativ verlässliche
Aussage. Ein Einfluss der Systemrotation und der Art der Massenabfuhr kann jedoch
anhand der Verläufe der Sherwood-Zahl auf den Kanalwänden qualitativ identifiziert
werden. Sowohl die Art der Massenabfuhr als auch die Systemrotation bewirken ein
Verkippen und Versetzen der Auftreffgebiete.
5.2.2. Strömung der Prallkühlung
Die Strömung der Prallkühlung wird bei einer Reynolds-Zahl von ReA1 = 20k und κ =
1 mittels MRV, wie in Kap. 3.1.7 beschrieben, vermessen. In Abb. 5.26 sind die Grund-
züge der Strömung durch Isoflächen und Konturschnitte der Strömungsgeschwindig-
keitsmagnitude innerhalb des gesamten MRV-Kanalmodells dargestellt. Charkateris-
tisch sind die aus Bohrung A1 und A2 austretenden Freistrahlen. Letztgenannte sind
mit gFS gekennzeichnet. Ihre Form und Ausdehnung bleibt bis zum Auftreffen auf die
entsprechenden Wände nahezu konstant. Dieses Merkmal der Prallkühlung ist auch
in [91] für ein Kanalsegment mit sieben Bohrungen pro Reihe experimentell wie nu-
merisch identifiziert worden. Der Einfluss der radial begrenzenden Wände (Boden und
Deckel) scheint damit keine Auswirkungen auf die Freistrahlen zu haben. Sie könnten
jedoch die maßgebende Ursache sein für die nicht dargestellte stark verwirbelte Strö-
mung, die die Freistrahlen umgibt. Da die radial begrenzenden Wände im Kanalm-
odell für die Stoffübergangsuntersuchungen deutlich weiter voneinander entfernt sind
und damit einen anderen Einfluss auf die Strömung haben dürften, wird nur das Ge-
biet der Freistrahlen als übertragbar angesehen.
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Abbildung 5.25.: Einfluss der Art der Massenabfuhr mit und ohne Systemrotation
Die eindimensionalen Geschwindigkeitsprofile uFS des Freistrahls aus einer der Boh-
rungen A2 ist in Abb. 5.27 an verschiedenen Lauflängenpositionen des Strahls über
dessen Querkoordinate x/dA1 dargestellt. Das Profil ähnelt einer Gauß’schen Vertei-
lung, wie sie sich gemäß der Freistrahl-Theorie einstellt. Diese Verteilung wird je-
doch erst nach einer Lauflänge von etwa einem halben Bohrungsdruchmesser erreicht.
Bis dort schnürt sich der Freistrahl etwas ein und nimmt ihn umgebendes Fluid auf
(grüne Linien im Diagramm uFS(x/dA1) in Abb. 5.27). Die maximale Geschwindig-
keit des Freistrahls uFS.max bleibt über die Lauflänge fast konstant (blaue Linien im
Diagramm uFS(x/dA1) in Abb. 5.27). Bei der Interpretation ist zu berücksichtigen,
dass aufgrund der gewählten maximal aufzulösenden Geschwindigkeit von VENC =
5 m/s wahrscheinlich eine Faltung der hohen Geschwindigkeitswerte eintritt. Diese
Faltung ist rechnerisch korrigierbar, wenn die tatsächliche lokale Strömungsgeschwin-
digkeit tendenziell abschätzbar ist. Ein lokales Minimum der Geschwindigkeit, wie es
bei x/dA1 = 0 vorzuliegen scheint, ist physikalisch unlogisch. So ist anzunehmen, dass
die tatsächliche Geschwindigkeit im Kern des Freistrahls uFS.max bei zirka 5, 5 m/s liegt
(blaue gestrichelte Linie im Diagramm uFS(x/dA1) in Abb. 5.27). In einem Abstand
von etwa einem Bohrungsdurchmesser vor dem Auftreffen auf die Wand verändert
der Freistrahl seine Gestalt und Geschwindigkeitsverteilung (rote Linie im Diagramm
uFS(x/dA1) in Abb. 5.27). Die Kerngeschwindigkeit verringert sich um etwa 30%uFS.max
und die Breite des Freistrahls erstreckt sich über etwa die doppelte Breite in Richtung
x/dA1. Prinzipiell trifft dieses Verhalten auf alle Freistrahlen aus den Bohrungen A1
und A2 zu.
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Abbildung 5.26.: Mit MRV bestimmte Strömung im Segment der Prallkühlung
Fazit Die Strömung der Prallkühlung zeigt abgrenzbare Freistrahlen auf. Diese las-
sen sich nicht merklich durch die sie umgebende Strömung beeinflussen, sofern die
Massenabfuhr durch die Bohrungen der Reihen B1 und B2 erfolgt. Das Geschwindig-
keitsprofil der Freistrahlen entspricht über einen Großteil der Lauflänge einer Vertei-
lung nach Gauß.
5.2.3. Analytisches Modell der Freistrahlkrümmung
Die im Stoffübergang zu beobachtenden Auftreffgebiete dürften überwiegend durch
das Verhalten der Freistrahlen bedingt sein. Der Einfluss der Strömung außerhalb der
Strahlen scheint nur einen indirekten Einfluss zu haben und auch nur, wenn die Mas-
senabfuhr durch die radial äußere Bohrung erfolgt. Dann überlagert sich den Frei-
strahlen eine Querströmung und krümmt diese konvektiv. Die Auftreffgebiete sind
dann verschoben und entsprechend gekippt. Dieses Verhalten ist aufgrund der sehr
inhomogenen Querströmung analytisch nur schwer vorherzusagen. Für den Fall ei-
ner vollständigen Massenabfuhr durch die Bohrungen B1 und B2 (κ = 1) allerdings
ist in Summe keine Querströmung vorhanden. Die Verkippung und Verschiebung der
Auftreffgebiete muss daher primär eine Folge der Systemrotation sein. Mit diesen Er-
kenntnissen wird im Folgenden ein analytisches Modell zum Rotationseinfluss auf
Prallstrahlen entwickelt. Dieses sagt die Kontur der Auftreffgebiete allein aus geome-
trischen und kinetischen Randbedingungen vorher. Zunächst werden der Aufbau und
die Einschränkungen des Modells erläutert. Die Validität des Modells wird anschlie-
ßend anhand des Vergleichs von dessen Vorhersagen mit den Ergebnissen der Stoff-
übergangsmessungen aufgezeigt. Abschließend erfolgt eine Anwendung des Modells
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Abbildung 5.27.: Geschwindigkeitsprofil des Freistrahls aus Bohrung A2 an verschie-
denen Lauflängenpositionen
auf die Bedingungen einer Turbinenkühlung, um den Einfluss der Systemrotation auf
diese zu verdeutlichen.
Aufbau und Einschränkungen des Modells
Grundlegend wird für das Modell ein Freistrahl aus nicht viskosem Fluid postuliert.
Ebenso wird angenommen, dass die Stromfäden des Strahls nicht wechselwirken kön-
nen. Sie sind daher in der Lage, sich ohne gegenseitige Beeinflussung zu durchdringen.
Streng genommen ist dieses Verhalten nur dann und auch nur näherungsweise erfüllt,
wenn das Fluid ein sehr dünnes Gas12 ist oder die Stromfadeninteraktion keine Posi-
tionsänderung herbeiführt, sondern sich nur auf die Massendichte auswirkt. Bei der
Strömung des Prallkühlkanals ist beides nicht gegeben. Allerdings müssen diese Dis-
krepanzen die Aussagefähigkeit des Modells nicht zwangsläufig beeinträchtigen, wie
die spätere Validierung zeigt. Die Geschwindigkeitsverteilung u(y, z) =̂ u(r) über den
Freistrahlquerschnitt wird als beliebig aber symmetrisch um die Strahlachse angenom-
men. Aufgrund der Reibungsfreiheit wird postuliert, dass sich die Geschwindigkeit u
entlang jedes Stromfadens des Freistrahls nicht verändert. Ein so definierter Freistrahl
erfährt im rotierenden Relativsystem die beiden Scheinwirkungen, Zentrifugal- und
Coriolis-Wirkung (siehe Kap. 4.1.5). Sind Auftriebseffekte und die Pumpwirkung für
den Bereich des Freistrahls vernachlässigbar, was hier als gegeben angesehen wird,
so hat die Zentrifugalwirkung keinen Einfluss auf die Stromlinien des Strahls. Sie be-
wirkt nur eine Änderung im statischen Druckfeld, also eine lokale Verteilung der ther-
mischen Zustandsgrößen. Dieser Anteil am Druckfeld wechselwirkt jedoch nicht mit
dem Geschwindigkeitsfeld. Allein die Coriolis-Wirkung Gl. 5.11 stellt den Rotations-
12Die mittlere freie Weglänge der Teilchen ist dann wesentlich größer als die Abmessungen des Strömungsvo-
lumens (sehr große Knudsen-Zahlen Kn 1).
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Abbildung 5.28.: Prinzipielles Ergebniss des Modells zur Freistrahlkrümmung bei qua-
dratischem Geschwindigkeitsprofil
einfluss auf den Freistrahl dar.
äquivalent zu Gl. 4.50 ~fc = −2 ~ω× ~u ⇒ fc =̂ −2 ω u sin(φ)
∀ ~u ∧ ~w ∈ R2 (5.11)
Unter diesen Bedingungen ist auch die Verwendung nur einer Rotationszahl RoA1
anstatt von dreien Rox, Rox0 , Roy0 , also ohne die Rücksicht auf eine korrekte Skalie-
rung der Zentrifugalkräfte, ausreichend, um eine Strömung zu charakterisieren. Auch
die nicht korrekte Wahl der charakteristischen Länge, zum Beispiel zum hydrauli-
schen Durchmesser einer Freistrahlbohrung wie in dieser Arbeit, verzerrt dann zwar
den Wert der Rotationszahl, wirkt sich aber trotzdem nicht verfälschend auf die Strö-
mungscharakterisierung aus. Hierzu müsste die Zentrifugalwirkung einen Einfluss
auf das Geschwindigkeitsfeld haben. Die Einschränkungen des Modells sind also kon-
sistent zu den Bedingungen, die erfüllt werden müssen, damit die in dieser Arbeit de-
finierte Rotationszahl der Prallkühlung (Gl. 5.7) eine charakteristische Kennzahl dar-
stellt.
Die algebraische Herleitung des Modells auf Basis der hier genannten Annahmen fin-
det sich in Anh. S. An dieser Stelle sei nur das Resultat der Herleitung erläutert. Die
Abb. 5.28 zeigt beispielhaft ein explizites Ergebnis des Modells für den Fall ohne Sys-
temrotation (J, •, ) und mit Systemrotation (/, ◦, ). Auf jedem Stromfaden des Frei-
strahls tritt ein Fluidelement mit einer bestimmten Geschwindigkeit u an einer be-
stimmten Position y, z der Bohrung (Koordinatenursprung) aus dieser aus. Diese je-
weilige Austrittsgeschwindigkeit behält das Fluidelement bis zum Auftreffen auf die
Prallwand unverändert bei. Sofern keine Systemrotation vorliegt, ω = 0, ist der Strom-
faden eine Gerade. Die sich einstellende Auftreffkontur ist eine Projektion der Frei-
strahlbohrung auf der Prallwand und unabhängig vom Geschwindigkeitsprofil des
Freistrahls u(y, z). Liegt jedoch eine Systemrotation vor, ω 6= 0, so erfährt jedes Fluid-
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element aufgrund der Coriolis-Wirkung Gl. 5.11 eine Beschleunigung fc in y-Richtung.
Diese hängt ebenso von der Geschwindigkeit u ab, wie die Zeit, die das Fluidelement
vom Bohrungsaustritt bis zur Prallwand benötigt. Die Krümmung jedes Stromfadens
wird also durch dessen Geschwindigkeit u, dessen Erstreckung zur Prallwand in x-
Richtung und der Drehkreisfrequenz ω bestimmt. Da eine gegenseitige Beeinflussung
der Stromfäden per Definition ausgeschlossen ist, ergibt sich die Auftreffkontur di-
rekt aus den einzelnen Auftreffpunkten der Stromfäden zu Gl. 5.12. Hierbei ist yS der
in Wandkoordinaten formulierte Auftreffpunkt des Stromfadens, der am Ort r (nach
Gl. 5.13) aus der Bohrung austritt. Die Geschwindigkeitsverteilung u(r) ist jene, die im
Bohrungsaustritt für den Freistrahl vorgegeben werden muss. Die Variable r ist hier-
bei die Radialkoordinate des Freistrahls. Der projizierte Abstand von Bohrungsmitte
bis zur Prallwand, genannt Mittenabstand xw0, ist ebenfalls eine vorzugebende Größe,
genauso wie der Neigungswinkel der Prallwand, genannt Wandneigungswinkel β und
die Drehkreisfrequenz ω. Eine Unterscheidung mittels ± in Gl. 5.12 ist algebraisch zur
Berechnung der jeweiligen Hälfte der Auftreffkontur notwendig (siehe Abb. 5.28). Die
Transformation der Koordinaten erfolgt nach Gl. 5.13 und ist hier nur zum besseren
Verständnis angegeben.
yS(zw, r, xw0, β, φ,ω) =
ω · sin(φ)
u(r)
(xw0 + zw · cos(β))2 ±
√
r2 − (zw · sin(β))2
(5.12)
y = yw ∧ z = zw · sin(β) ∧ r =
√
y2 + z2 =
√
y2w + (zw · sin(β))2
(5.13)
Validierung des Modells
Zur Validierung des Modells der Freistrahlkrümmung werden zwei Fälle mit verschie-
denen Geschwindigkeitsprofilen u(r) angenommen. Eine homogene Verteilung der
Geschwindigkeit, genannt Blockprofil (Index BP), dient als Referenzfall. Im zweiten
Fall wird eine paraboloide Geschwindigkeitsverteilung (Index PP) mit gleichem Mas-
senstrom wie das Blockprofil angenommen. Der Maximalwert der Geschwindigkeit
dieses Profils ist daher genau doppelt so groß wie die Geschwindigkeit des Blockpro-
fils uPP.max = 2 · uBP. Nachfolgend wird es als Parabelprofil bezeichnet. Es kommt
dem gemessenen, einer Gauß’schen Verteilung ähnelndem Geschwindigkeitsprofil
sehr nahe und ist damit repräsentativ für die Prallkühlung.
Weiterhin werden explizite Werte für Parabel- und Blockprofil sowie Wandnei-
gungswinkel und Mittenabstand aus den Bedingungen des Prallkühlkanals bei
Stoffübergangsmessungen herangezogen. Repräsentativ wird der Prallstrahl aus der
Bohrung A2 bei ReA2 = 20k, ω = 0 1/s und ω = 50 1/s sowie α = 0 ° und α = 45 °
verwendet. Die vom Modell vorhergesagten Auftreffkonturen für den Fall α = 0 ° sind
in Abb. 5.29 dargestellt. Ohne Systemrotation ω = 0 1/s sind die Auftreffkonturen
eine Projektion der kreisrunden Freistrahlbohrung und für jedes Geschwindig-
keitsprofil identisch (dünne Linien). Der Mittelpunkt der Kontur (x) befindet sich auf
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Abbildung 5.29.: Ergebnis des Modells zur Freistrahlkrümmung bei Blockprofil und
Parabelprofil unter repräsentativen Bedingungen des Prallkühlkanals
der Bohrungslängsachse x. Mit Systemrotation ω = 50 1/s ergibt das Blockprofil eine
verzogene Projektion der kreisrunden Freistrahlbohrung als Auftreffkontur (dicke
Linien). Der Konturmittelpunkt (x) liegt in negative yW-Richtung versetzt. Beim Para-
belprofil fällt die Verzerrung der Auftreffkontur stärker aus als beim Blockprofil. Die
Verschiebung des Konturmittelpunkts (x) in negative yW-Richtung ist jedoch geringer.
Sie ist mit 2 · yW = −16, 2% · dA2 genau halb so groß wie jene beim Blockprofil mit
2 · yW = −32, 4% · dA2. Ursache hierfür ist die doppelte Kerngeschwindigkeit des
Strahls. Bei einer Radiuskoordinate der Bohrung von r = 5/14 · dA2 (grüne Linien) ist
die Geschwindigkeit des Parabelprofils indentisch mit der des Blockprofils. Folglich
entsprechen sich die Auftreffkonturen für diese Stromfäden in beiden Fällen. Da beim
Parabelprofil die Geschwindigkeit am Freistrahlrand zu Null gesetzt wird und daher
auch keine Coriolis-Wirkung vorliegt, entspricht die Auftreffkontur des Strahlrands
immer der des Falles ohne Systemrotation (die blauen Linien sind deckungsgleich).
Für diese Bedingungen sind die vom Modell vorhergesagten Auftreffkonturen in
Abb. 5.30 maßstäblich mit den Auftreffgebieten IA_A2 in Form der Sherwood-Zahl
Sh dargestellt. Die blauen Konturen sind für den Fall ohne Systemrotaion (ω = 0 1/s)
angegeben und damit unabhängig vom Geschwindigkeitsprofil und Anstellwinkel
α. Markiert wurden die Stromfäden auf den Radiuskoordinaten r = 1/2 · dA2,
also am Bohrungsrand, und r = 1/14 · dA2, also nahe dem Strahlkern. Die grünen
Konturen folgen aus dem Blockprofil, sofern Systemrotation vorliegt. Die roten
Konturen ergeben sich aus dem Parabelprofil, ebenfalls wenn das System rotiert.
Für den Fall ohne Systemrotation (siehe gM ) stimmt die Auftreffkontur mit dem
Auftreffgebiet ausgedrückt in Sh gut überein. Liegt Systemrotation vor (siehe gN
und gO ), so weichen Auftreffkonturen und Auftreffgebiete voneinader ab, stimmen
aber prinzipiell noch überein. Die Kontur des Blockprofils (grüne Linie) zeigt nur
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geringe Abweichungen zum Auftreffgebiet. Das Parabelprofil (rote Linie) hingegen ist
deutlich weniger stark verschoben und verkippt wie das Auftreffgebiet. Obwohl das
gemessene Geschwindigkeitsprofil des Strahls eher dem Parabelprofil ähnelt als dem
Blockprofil, liefert das Modell mit letzterem die deutlich bessere Übereinstimmung mit
den gemessenen Sherwood-Zahl-Verteilungen. Ursache hierfür dürfte die im Modell
fehlende Stromfadeninteraktion sein. Für die Nutzung des Modells sollte daher stets
ein gedachtes Blockprofil mit der tatsächlichen mittleren Strömungsgeschwindigkeit
des Strahls verwendet werden, auch wenn das wirklich vorliegende Profil eher einer
Gauß’schen Verteilung ähnelt. Durch die fehlende Stromfadeninteraktion kann das
Modell auch keine korrekten Schubspannungen vorhersagen. Die Form der Auftreff-
konturen entsprechen daher nicht zwingend den Formen der Auftreffgebiete, die
vorwiegend durch die Verteilungen der Geschwindigkeitsgradienten und damit auch
der Schubspannungen geprägt werden. Unter der Annahme, dass die Freistrahlkrüm-
mung keinen signifikanten Einfluss auf die Geschwindigkeitsgradienten nahe dem
Auftreffgebiet hat, wird der Betrag des dortigen WS-Übergangs bei verschiedenen
Verkippungen annähernd identisch sein. Aufgrund der schlechten Reproduzierbarkeit
der NSM lässt sich dieses jedoch hier nicht zeigen. In [92] wird allerdings für ähnliche
Parameterkonstellationen (Re = 23k ≈ 20k = ReA2, L/D = 2...7 ≈ 2, 85 = xw0/dA2,
φ = 60...90 ° ≈ 30 ° = β) gezeigt, dass sich der Maximalwert und die Verteilung der
Nusselt-Zahl im Bereich des Auftreffgebiets (R/D ≤ 1) in Abhängigkeit vom Auftreff-
winkel φ und dem dimensionslosen Mittenabstand L/D signifikant verändert. Die
Änderung der maximalen Nusselt-Zahl liegt bei einer Variation des Auftreffwinkels
von ∆φ = 45 ° jedoch nur bei etwa 20%φ=90 ° (für L/D = 713). Bei Winkeländerungen
von ∆φ = 15 ° ist keine Veränderung der Nusselt-Zahl feststellbar, weder in der
Verteilung noch im Niveau. Nach [92] wird die Nusselt-Zahl-Verteilung mit klei-
nerem Mittenabstand zwar sensitiver gegenüber Änderungen des Auftreffwinkels.
Allerdings variiert der Maximalwert der Nusselt-Zahl nicht mehr als zirka 30%.
Auch wenn bei der Prallkühlung etwas geringere dimensionslose Mittenabstände von
xw0/dA2 = 2, 85 vorliegen, wird eine Veränderung des Auftreffwinkels von weniger
als β− β′ < 15 ° den WS-Übergang nur vernachlässigbar ändern. Der Auftreffwinkel
eines Stromfadens bei Freistrahlkrümmung β′(r, z, φ) (siehe auch Abb. 5.28) lässt sich
nach Gl. S.20 bestimmen. Beim hier betrachteten repräsentativen Prallstrahl verringert
sich der Auftreffwinkel der einzelnen Stromfäden um maximal β − β′ = 25, 03 °.
Dieser Maximalwert von β′ = 4, 97 ° ergibt sich jedoch nur für den Stromfaden des
Parabelprofils, der nahe der Bohrungswand bei z = 0, 99 · r aus der Bohrung austritt.
Er ist extrem langsam und hat die längste Lauflänge. Seine Krümmung und die
daraus resultierende Änderung des Auftreffwinkels sind folglich am größten. Alle
Auftreffwinkel der Stromfäden des Blockprofils sowie der strahlkernnahen Stromfä-
den des Parabelprofils zeigen eine sehr geringe Winkeländerung von β − β′ < 1 °.
Daher dürften die Verteilungen des WS-Übergangskoeffizienten im Bereich des
Auftreffgebietes nahezu identisch sein, unabhängig davon, ob Systemrotation vorliegt
oder nicht.
13Andere Konfigurationen werden nicht angegeben
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Fazit Das Modell der Freistrahlkrümmung ist gut geeignet, um den Einfluss der Ro-
tation auf die Form und die Lage der Auftreffgebiete bei einer Prallkühlung ohne ra-
diale Massenabfuhr (κ = 1) vorherzusagen. Um den fehlenden Einfluss der Strom-
fadeninteraktion manipulativ auszugleichen, ist es gerechtfertigt, das Geschwindig-
keitsprofil des Freistrahls rechnerisch in ein Blockprofil zu überführen. Hierbei ist der
Volumenstrom konstant zu halten. Größere Änderungen im Wert des lokalen WS-
Übergangs kann das Modell definitionsbedingt nicht vorhersagen. Auf Basis der Er-
kenntnisse aus [92] sind sie jedoch als vernachlässigbar gering zu erwarten.
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Abbildung 5.30.: Exemplarischer Vergleich von gemessenen Sh Verteilungen und mit
Modell berechneten Auftreffkonturen bei verschiedenen Anstellwinkeln α
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Anwendung des Modells auf die Bedingungen einer Turbinenkühlung
Da das Modell zur Freistrahlkrümmung den Rotationseinfluss bei der generischen
Prallkühlung adäquat vorhersagt, dürfte es auch für die Bedingungen einer techni-
schen Anwendung, also der Prallkühlung in einer Turbine, brauchbare Ergebnisse
liefern. Im Folgenden werden beispielhaft die Auftreffkonturen für denselben Frei-
strahl ermittelt, wie er in Kap. 5.2.3 betrachtet wird. Allerdings entsprechen der
Bohrungsdurchmesser dA2 sowie der Mittenabstand xw0 den Werten eines Prallkühl-
kanals in einer Turbinenschaufel, welche um den Faktor 1/SF =̂ 1/7 kleiner sind als
jene Werte im Prallkühlexperiment. Die Drehkreisfrequenz ist ebenfalls der Anwen-
dung angepasst und liegt bei ω = 314 1/s. Unverändert bleiben die Reynolds-Zahl
ReA2 = 20k sowie der Wandneigungswinkel β = 30 °. Betrachtet wird auch nur ein
repräsentativer Anstellwinkel von α = 0 °.
Die Auftreffkonturen in der technischen Anwendung sind in der rechten Hälfte von
Abb. 5.31 veranschaulicht. In der linken Hälfte von Abb. 5.31 sind zum Vergleich die
Auftreffkonturen bei entsprechenden Bedingungen des Experiments mit dargestellt.
Markiert wurden die Stromfäden vom Block- als auch vom Parabelprofil bei einer Ra-
diuskoordinate nahe dem Strahlkern bei r = 1/14 · dA2 (dicke Linien) und am Boh-
rungsrand bei r = 1/2 · dA2 (dünne Linien). Die Auftreffkonturen für das Parabelprofil
sind nur der Vollständigkeit halber mit eingezeichnet. Aussagen werden aber nur aus
den verlässlicheren Ergebnissen des Blockprofils gezogen. Es ist in Abb. 5.31 leicht zu
erkennen, dass die Verschiebung und Verkippung der Auftreffgebiete im Experiment
deutlich größer sind als bei der Anwendung. Die Verschiebung in der Anwendung ist
nicht größer als etwa 8, 8%dA2/2 des Bohrungsradius. Der minimalste Auftreffwinkel
(markiert bei r = dA2/2, y = 0) ist mit β′ = 29, 94 ° nach Gl. S.20 nahezu identisch
mit dem Wandneigungswinkel β = 30 °. Alle anderen Auftreffwinkel liegen zwischen
diesen beiden Werten.
Fazit Eine signifikante Veränderung des Wärmeübergangs infolge der Rotation ist
laut dem Modell bei der Prallkühlung in einer Turbinenschaufel nicht zu erwarten.
Die Verkippung, Verschiebung und Änderung des Auftreffwinkels sind zu gering. Al-
lerdings gilt diese Aussage nur für eine reibungsfreie Strömungen mit wechselwir-
kungslosen Stromfäden bei der Auftriebseffekte und die Pumpwirkung vernachlässig-
bar klein sind. Für eine Strömung in einer Turbinenschaufel stimmen diese Annahmen
bestenfalls nur näherungsweise. Ob das Modell der Freistrahlkrümmung den Rotati-
onseinfluss bei den Bedingungen des Heißgas-Systems annehmbar vorhersagt, könnte
nur durch direkte Untersuchungen bei diesen Bedingungen überprüft werden.
5.3. EXPERIMENTELLE UNTERSUCHUNG DER ZYKLONKÜHLUNG 135
nach General Electric
Experiment
  
ω = 50 1/s
SF = 7
Anwendung
  
ω = 314 1/s
SF = 1
∆yBP yBP.con.pos.ω 0 0( ) ycon.pos 0 0( ) ∆yBP 0.00454 m ∆yBP
2 rnom
32.4 
∆yQP yQP.con.pos.ω 0 0( ) ycon.pos 0 0( ) ∆yQP 0.00227 m ∆yQP
2 rnom
16.2 
2.yw/dA2
2.zw/dA2
-2 2
2
-32,4% -16,2%
11
-1
-2
-1
+ +
∆yBP yBP.con.pos.ω 0 0( ) ycon.pos 0 0( ) ∆yBP 0.00018 m ∆yBP
2 rnom
 
∆yQP yQP.con.pos.ω 0 0( ) ycon.pos 0 0( ) ∆yQP 0.0001 m ∆yQP
2 rnom
 
BP vs QP
1
2.yw/dA2
2.zw/dA2
-2
2
-8,8% -4,4%
1
-1
-2
-1
++
Geschwindig-
keitsprofile:
Blockprofil
Parabelprofil
Auftreff-
konturen
markiert bei:
2.r/dA2  = 1
 2.r/dA2  = 1/7
ReA1 = 20k
    α = 0°
Abbildung 5.31.: Vergleich der berechneten Auftreffkonturen bei experimentellen und
technischen Randbedingungen mit gleichem Anstellwinkel
5.3. Experimentelle Untersuchung der Zyklonkühlung
Neben der Prallkühlung ist der zweite repräsentative Fall zur Validierung der SAM
die in Kap. 2.6 beschriebene Zyklonkühlung. Ebenso wie bei der Prallkühlung wird
der Stoffübergang von den Kanalwänden an die durchströmende Luft mittels NSM
untersucht. Die Ergebnisse werden in Kap. 5.3.1 diskutiert. Variiert werden dabei die
Reynolds-Zahl ReHK Gl. 5.14, die Rotatioszahl RoHK Gl. 5.15 sowie die Filmkühlabna-
me FKA nach Gl. 5.16. Letztgenannte ist der Anteil am Massenstrom, der durch die
Filmkühlbohrungen abgeführt wird.
ReHK =
ρ(T, p) dhHK uHK
η(T, p)
(5.14) RoHK =
ω dhHK
uHK
(5.15)
FKA =
m˙FKA
m˙zu
(5.16)
Zur Bildung der Reynolds-Zahl wird der hydraulische Durchmesser des Hauptka-
nals dhHK als charakteristische Länge verwendet. Als charakteristische Geschwindig-
keit wird die mittlere Strömungsgeschwindigkeit im selbigen uHK herangezogen. Die
136 Experimentelle Ergebnisse
Stoffwerte Massendichte ρ(T, p) und dynamische Viskosität η(T, p) werden mittels ge-
messener Zustandsgrößen berechneten. Die Rotationszahl wird mit der Drehkreisfre-
quenz ω und derselben charakteristischen Länge und Geschwindigkeit gebildet, die
bei der Reynolds-Zahl verwendet werden. Die Werte der Variationsparameter sind in
Tab. 5.3 angegeben.
FKA 0,0 1,0
ReHK 45k 75k 100k 45k 75k 100k
RoHK 0,164 0,098 0,073 0,164 0,098 0,073
Tabelle 5.3.: Vermessene Parameterkonfigurationen beim Zyklonkühlkanal
Weiterhin werden die phänomenologischen Eigenschaften der Strömung im Zy-
klonkühlkanal experimentell bestimmt und in Kap. 5.3.2 diskutiert. Dazu wird
das jeweilige Geschwindigkeitsfeld bei einer Filmkühlabnahme von FKA = 0 und
FKA = 1 ohne Systemrotation mittels MRV vermessen.
Sowohl die Ergebnisse der Strömungsfeldvermessung als auch der Stoffübergangs-
messung wurden bereits vom Autor in [4] veröffentlicht und werden daher in diese
Arbeit ohne explizite Zitierung integriert.
5.3.1. Stoﬀübergang der Zyklonkühlung
Genauso wie bei der Prallkühlung wird bei allen Auswertungen des Stoffübergangs in
Form der Sherwood-Zahl Sh die Fernfeldkonzentration zu Null gesetzt
ξ∞
!
= 0
Ein Einfluss einer möglichen Rückströmung oder auch einer Konzentrationsanrei-
cherung in Totwassergebieten ist damit nicht korrekt erkennbar. Die Kanalwand
des Zyklonrohres ist bei den Stoffübergangsuntersuchungen nicht vollständig
mit Naphthalin beschichtet, um die zur Lagekorrektur benötigten Referenzflä-
chen (siehe Kap. 3.1.5) zu erhalten. Dieses betrifft den Bereich des Drallerzeugers
(x ≤ 14, 25 d...16 d siehe Abb. 2.5 wobei d ≡ dhFKB ) inklusive dem Boden sowie
die Kanalwand ab der Hälfte des letzten Filmkühlbohrungsabstandes (x ≥ 92, 5 d).
In diesen Bereichen ist der Kanal daher diabat. Da die Naphthalin-Schicht auf
das Substrat aufgetragen wird, stellt der Schichtbeginn am Drallerzeuger eine bei
der Ergebnisinterpretation zu berücksichtigende Kante dar. Die Verringerung des
Durchmessers des Strömungsquerschnitts am Anfang einer Messung von zwei
Schichtdicken, also etwa 2 · S ≈ 1 mm, ist dabei für die Reynolds-Zahl allerdings
vernachlässigbar. Die Kante beeinflusst aber den lokalen Stoffübergang drastisch.
Verlässliche Beobachtungen sind daher nur ab etwa der dritten Filmkühlbohrung
(x = 50 d) zu gewinnen. Vor jeder PRE-Messung wird die Naphthalin-Schicht vollstän-
dig neu aufgetragen und nur leicht manuell geschliffen, um Tropfnasen zu entfernen.
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Abbildung 5.32.: Vergleich von Sh/Shrelation, ∆S und Fotoaufnahme
der Schicht im Bereich der Dellen
Sie wird aber nicht mechanisch bearbeitet. Danach findet eine kurzzeitige14, konvektiv
getriebene Sublimation zur Entstaubung der Oberfläche statt. Die Vermessung der
Schichtdickendifferenz erfolgt in Rohrlängsrichtung x mit einer Auflösung von 4/mm
und in Umfangsrichtung Φglobal mit einer Auflösung von 1, 733/ °, was etwa 4/mm in
Wandkoordinatenrichtung entspricht. Auf eine Untersuchung der Reproduzierbarkeit
der NSM bei der Zyklonkühlung wird bewusst verzichtet, da von dieser keine
weiteren Erkenntnisse zu erwarten sind. Die quantitative Aussagekraft der ermittelten
Sherwood-Zahl wird generell als unzureichend angenommen. Daher erfolgt die
Interpretation des Stoffübergangs, genauso wie beim Prallkühlkanal, nur anhand
der Strukturen der Sherwood-Zahl-Verteilung Sh(x,Φglobal). Um diesen Aussagen
eine gewisse Verlässlichkeit zuschreiben zu können, wird jede Parameterkonstella-
tion ohne Systemrotation einmal wiederholt vermessen. Nachfolgend wird nur das
Ergebnis einer jeweiligen Messung dargestellt. Eine vollständige Übersicht über alle
Ergebnisse findet sich in Tab. T.1. Um die Strukturen von Sh zu verdeutlichen, ist die
ermittelte Sherwood-Zahl bezogen auf einen willkürlich gewählten Wert Shrelation.
Die Werte dieses Verhältnisses liegen dann im Bereich von Null bis ungefähr Eins,
wodurch die Strukturen des Stoffübergangs besser miteinander verglichen werden
können. In Tab. 5.4 sind die Verteilungen von Sh/Shrelation der relevanten Parame-
terkonstellationen dargestellt. Allen Ergebnissen gemein ist eine gewisse Fleckigkeit.
Ursache für die Flecken sind einerseits Unebenheiten in der Naphthalin-Schicht, wie
Tropfnasen, die bereits vor der PRE-Messung trotz Schleifens der Schicht vorhanden
sind. Deren Erhöhung liegt bei etwa 350 µm. Andererseits werden von der optischen
Oberflächenvermessung Dellen in der Naphthalin-Schicht gemessen, die mit dem
bloßen Auge erkennbar sein müssten. Der Vergleich in Abb. 5.32 von Messwerten der
Schichtdickendifferenz ∆S und des gemessenen Abstands von Schicht zum Sensor
z mit den Fotoaufnahmen der Schicht zeigt jedoch keine Übereinstimmmungen.
Die von der Oberflächenvermessung bestimmten Dellen von etwa 0, 3 mm Tiefe
und mit Erstreckungen von etwa 5 mm könnten daher Messfehler ungeklärter Ur-
14Etwa 10 Minuten bei ReHK = 45k oder 5 Minuten bei ReHK = 75k beziehungsweise ReHK = 100k
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sache sein. Sie gilt es, genauso wie die Tropfnasen, bei der Interpretation zu ignorieren.
Prinzipielle Verteilung Die prizipiellen Verteilungen von Sh/Shrelation sind unabhän-
gig von der Parameterkonstellation äußerst gleichmäßig beziehungsweise ändern sich
monoton mit der Rohrlängsachse x (siehe Tab. 5.4). Lokale Strukturen mit hohen Gra-
dienten, im folgenden Nachläufe genannt, sind nur nahe der Filmkühlbohrungen zu
erkennen. Ausgeprägt sind diese jedoch nur für den technisch eher irrelevanten Fall,
bei dem keine Masse durch die Bohrungen abgeführt wird (FKA = 0%).
Einﬂuss der Reynolds-Zahl ohne Filmkühlabnahme und ohne Systemrotation Mit stei-
gender Reynolds-Zahl ReHK scheint der Wert von Sh/Shrelation außerhalb der Nach-
läufe mit der Rohrlängsachse x leicht abzunehmen (siehe erste Zeile in Tab. 5.4). Diese
vermeintliche Abnahme liegt allerdings im Rahmen der Unsicherheit, sodass der Stoff-
übergang überall als etwa gleich groß anzunehmen ist.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl ohne Filmkühlabnahme und mit Systemrotation Die Sys-
temrotation ändert die gleichmäßige Verteilung von Sh/Shrelation nicht (siehe zweite
Zeile in Tab. 5.4). Auch hier zeigt sich eine Abnahme des Stoffübergangs mit der Rohr-
längsachse. Diese liegt allerdings ebenfalls im Bereich der Unsicherheit.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl mit Filmkühlabnahme und ohne Systemrotation Eine Re-
duktion von Sh/Shrelation mit der Längsachse x, die eindeutig außerhalb der Unsicher-
heit liegt, ist für die Zyklonkühlung mit vollständiger Filmkühlabnahme FKA = 100%
feststellbar (siehe dritte Zeile in Tab. 5.4). Hierbei reduziert sich der Stoffübergang von
Sh/Shrelation ≈ 1 nahe dem Drallerzeugerschlitz auf Sh/Shrelation ≈ 0, 3 nahe dem
Rohrende.
Einﬂuss der Reynolds-Zahl mit Filmkühlabnahme und mit Systemrotation Die Ver-
teilung des Stoffübergangs, wie sie bei vollständiger Filmkühlabnhame FKA = 100%
vorliegt, wird durch die Systemrotation nicht beeinflusst. Eine Abhname von
Sh/Shrelation um etwa 70% vom Bereich des Drallerzeugerschlitzes bis zum Rohrende
liegt auch ohne Systemrotation vor.
Fazit Mit der NSM ist es nur möglich, die Filmkühlabnahme als einzigen Einflusspa-
rameter für die Verteilung des Stoffübergangs bei der Zyklonkühlung sicher zu iden-
tifizieren. Weder Einflüsse der Reynolds-Zahl noch der Systemrotation lassen sich ein-
deutig bestimmen. Zudem treten keine lokal beschränkten Strukturen von Sh auf wie
die Auftreffgebiete bei der Prallkühlung, abgesehen von den Nachläufen der Filmkühl-
bohrungen.
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5.3.2. Strömung der Zyklonkühlung
Es werden die Strömungsfelder des Zyklonkanals bei zwei Parameterkonstellationen
mittels MRV experimentell bestimmt. In einem Fall liegt keine Filmkühlabnahme vor
FKA = 0% und im anderen Fall wird das Fluid vollständig durch die Filmkühlboh-
rungen abgeführt, FKA = 100%. Die Reynolds-Zahl ist in beiden Konstellationen
ReHK = 32, 7k.
Strömung ohne Filmkühlabnahme Liegt keine Filmkühlabnahme vor (FKA = 0%),
so ist die Zyklonströmung umfangssymmetrisch um die Rohrlängsachse x (siehe
Abb. 5.33). Diese Struktur ist für alle Rohrlängspositionen annähernd identisch.
Auffällig an der in Abb. 5.33 gezeigten Verteilung der axialen Geschwindigkeit u ist
ein hohlzylindrisches Rückströmgebiet (u < 0). Umschlossen wird dieses von einem
wandnahen Vorströmgebiet (u > 0). Im Kern des Rückströmgebietes liegt ein zylin-
drischer Bereich mit ebenfalls positiver Axialgeschwindigkeit (u > 0) vor. Aus der
Bilanz der axialen Geschwindigkeiten pro Querschnitt ergibt sich ein Rückströmanteil
von etwa 5% des Gesamtvolumenstroms. Der Betrag des positiven Volumenstroms im
Kern ist kleiner als dieser Anteil, sodass die wandnahe Vorströmung zu mindestens
0, 5% aus rezirkuliertem Fluid bestehen muss. Bei den Stoffübergangsmessungen
könnte daher der wandnahen Vorströmung bereits nahe dem Drallerzeugerschlitz
ein Gemisch aus Luft und Naphthalin-Dampf beigemischt werden. Die Fernfeldkon-
zentration ξ∞ würde dann entgegen der Annahme von Null verschieden sein. Im
ungünstigsten Fall wäre die Rückströmung mit Naphthalin-Dampf gesättigt und das
treibende Konzentrationsgefälle läge bei 99, 5% des angenommenen Gefälles.
Die für den WS-Übergang ausschlaggebenden wandnahen Geschwindigkeitsgradien-
ten sind bei den hier verwendeten MRV-Messungen nicht aufgelöst. Allerdings zeigt
die Verteilung der Tangentialgeschwindigkeit utan =
√
w2 + v2 in Abb. 5.34a, ana-
log zur Verteilung der Axialgeschwindigkeit, eine in Längsrichtung x konstante Struk-
tur. Auch die Drallrichtung ist über die Rohrlänge konstant, wie aus der Darstellung
Abb. 5.34b zur Verteilung der Geschwindigkeit in y-Richtung v zu entnehmen ist. Die
wandnahen Geschwindigkeitsgradienten dürften daher überall näherungsweise kon-
stant sein, mit Ausnahme des Bereichs vom Drallerzeuger. Diese Vermutung liefert ei-
ne plausible Erklärung für die gemessene gleichmäßige Verteilung des Stoffübergangs
(Sh/Shrelation).
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(a) Querschnitte (b) Längsschnitt
Abbildung 5.33.: Axialgeschwindigkeit u der Zyklonströmung ohne Filmkühlabnahme
(a) Tangentialgeschwindigkeit (b) Geschwindigkeit v
Abbildung 5.34.: Querschnitte der Geschwindigkeiten in y-Richtung v sowie der Tan-
gentialgeschwindigkeiten utan der Zyklonströmung ohne Filmkühlabnahme
Strömung mit Filmkühlabnahme Liegt eine vollständige Filmkühlabnahme vor
(FKA = 100%), so ist die Zyklonströmung nur näherungsweise umfangssym-
metrisch um die Rohrlängsachse x (siehe Abb. 5.35). Zudem verändert sich die
Geschwindigkeitsverteilung im Rohrquerschnitt mit der Längsrichtung x. Ebenso
wie bei der Zyklonströmung ohne Filmkühlabnahme zeigt die in Abb. 5.35 dar-
gestellte Verteilung der axialen Geschwindigkeit u ein Rückströmgebiet (u < 0).
Dieses wird ebenfalls von einem wandnahen Vorströmgebiet (u > 0) umschlossen.
In dessen Kern existiert jedoch kein weiteres Vorströmgebiet. Aus der Bilanz der
Axialgeschwindigkeit im Bereich nahe dem Drallerzeugerschlitz folgt, dass der
vorströmende Volumenstrom zu etwa 15% aus rezirkulierendem Fluid besteht. Bei
größerer Axialkoordinate x ist der Anteil geringer. Eine lokale Unterschätzung des
treibenden Konzentrationsgefälles und damit des Stoffübergangs von 15% könnte
daher bei den Stoffübergangsmessungen vorliegen. Hierzu müsste die Rückströmung
allerdings mit Naphthalin-Dampf gesättigt sein. Anders als bei der Zyklonströmung
ohne Filmkühlabnahme ändert sich die Verteilung der Tangentialgeschwindigkeit
utan =
√
w2 + v2 mit der Rohrlängskoordinate x, wie in Abb. 5.36a zu erkennen ist.
Nicht nur die Struktur ändert sich, sondern auch der pro Querschnitt auftretende
Maximalwert. Er sinkt mit der Längskoordinate auf etwa 30% des Wertes nahe dem
Drallerzeuger. Die Drallrichtung ist jedoch überall konstant, wie aus der Verteilung
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(a) Querschnitte (b) Längsschnitt
Abbildung 5.35.: Axialgeschwindigkeit u der Zyklonströmung mit Filmkühlabnahme
(a) Tangentialgeschwindigkeit (b) Geschwindigkeit v
Abbildung 5.36.: Querschnitte der Geschwindigkeiten in y-Richtung v sowie der Tan-
gentialgeschwindigkeiten utan der Zyklonströmung mit Filmkühlabnahme
der Geschwindigkeit v in y-Richtung in Abb. 5.36b zu entnehmen ist. Generell dürften
die wandnahen Geschwindigkeitsgradienten infolge der Filmkühlabnahme genauso
wie die Geschwindigkeiten selbst mit der Rohrlängskoordinate abnehmen. Diese Ver-
mutung liefert eine nachvollziehbare Erklärung für die Abnahme des Stoffübergangs
(Sh/Shrelation) mit der Längskoordinate.
Fazit Die Strömung der Zyklonkühlung stützt die Ergebnisse der Stoffübergangs-
messungen. Ein analytisches Modell zur Beschreibung des Rotationseinflusses lässt
sich aber vom Autor nicht entwickeln. Hierzu fehlen charakteristische, einfach zu
beschreibende Merkmale der Strömung. Ein empirisch basiertes Modell ist ebenfalls
nicht zielführend, da die Unsicherheit der NSM zu groß ist. Weiterhin enthalten die
Stoffübergangsmessungen eine zusätzliche Ungenauigkeit von bis zu 15%, begründet
durch die Unkenntnis des tatsächlichen treibenden Konzentrationsgefälles.
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6. Eignung der Skalierten Analogie Methode
Primäres Ziel dieser Arbeit ist es, die Eignung der SAM zur Untersuchung von Turbi-
nenschaufelkühlungen zu bestimmen. Die Erkenntnisse aus der theoretischen Betrach-
tung in Kap. 4 werden dazu mit den experimentellen Ergebnissen aus Kap. 5 gemäß
dem in Kap. 3 erklärten Vorgehen (siehe Abb. 2.1 auf Seite 4) kombiniert. Hierzu sind
die nachfolgend aufgelisteten Kernaussagen wesentlich.
Kernaussagen der theoretischen Betrachtung
- Für Systeme mit Pumpwirkung oder signifikanten Auftriebseffekten ist die SAM ge-
nerell nicht verwendbar.
- Im Heißgas-System unter den Bedingungen des GF II liegt keine WSA vor.
Die theoretische Unsicherheit durch den Druckterm ist nicht abschätzbar.
- Die theoretische Unsicherheit im GF I ist mindestens ±8%.
- Die Reynolds-Zahl ist erst ab Variationen von zirka ±25% eine zuverlässige Korrela-
tionsgröße.
Kernaussagen zur Reproduzierbarkeit der NSM
- Die Schwankung der NSM ist mit |∆Srel | = 138% inakzeptabel hoch.
Sie ist durch das Sublimationsverhalten von Naphthalin plausibel erklärbar.
- Als Folge der hohen Schwankung müssen sich lokale Unterschiede in der Sherwood-
Zahl mindestens um den Faktor 5, 5 unterscheiden, um als aussagekräftig zu gelten.
Aber selbst dann gilt die Verteilung der Sherwood-Zahl nur qualitativ.
Kernaussagen der experimentellen Untersuchung der Prallkühlung
- Die quantitative Reproduzierbarkeit der Sherwood-Zahl ist bei der Prallkühlung
nachweislich unzureichend.
- Die Verteilung der Sherwood-Zahl auf den Kanalwänden entspricht qualitativ der
Verteilung der Nusselt-Zahl. Jedoch variiert die Sherwood-Zahl räumlich um einen
geringeren Faktor als 5, 5, sodass selbst deren qualitative Verteilung nicht verlässlich
ist.
- Durch die lokal definierte Strömung der Freistrahlen lässt sich ein analytisches Mo-
dell zum Rotationseinfluss herleiten. Die Vorhersagegenauigkeit des Modells bezüg-
lich des gemessenen Rotationseinflusses auf den Stoffübergang ist akzeptabel.
- Der Rotationseinfluss auf die Wärmeübertragung in der Prallkühlung einer Turbi-
nenschaufel ist nach dem Modell als vernachlässigbar gering abschätzbar. Die Ein-
flüsse einer Pumpwirkung und von Auftriebskräften sind jedoch nicht darin enthal-
ten.
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Kernaussagen der experimentellen Untersuchung der Zyklonkühlung
- Durch die NSM lässt sich nur die Filmkühlabnahme als Einflussparameter auf den
Stoffübergang identifizieren. Weder die Systemrotation noch die Reynolds-Zahl hat
einen signifikanten Einfluss.
- Sowohl die Strömung bei keiner und bei vollständiger Filmkühlabnahme zeigen
ausgeprägte Rezirkulationsgebiete. Hierdurch ist eine Verringerung des Konzentra-
tionsgefälles um weniger als 1% zu erwarten, wenn keine Filmkühlabnahme vor-
liegt. Bei vollständiger Filmkühlabnahme verringert sich das Gefälle möglicherwei-
se deutlich stärker um bis zu 15%. Die ermittelte Sherwood-Zahl unterschätzt die
tatsächliche daher gegebenenfalls um 15%.
- Die Strömungsformen sowie deren Änderungen mit der Rohrlängsachse stützen die
qualitativen Verteilungen der Sherwood-Zahl. Jedoch variiert die Sherwood-Zahl
räumlich um einen geringeren Faktor als 5, 5, sodass selbst deren qualitative Ver-
teilung nicht verlässlich ist.
- Für die Strömungsform lässt sich kein einfaches analytisches Modell zum Rotations-
einfluss oder zum Einfluss der Filmkühlabnahme entwickeln.
Sh · [1± 138%/2]︸ ︷︷ ︸
Relative Abweichung
der NSM
· [1± 8%]︸ ︷︷ ︸
Theoretisch
im GF I
= Sh · [29%MW ... 183%MW]︸ ︷︷ ︸
Relative Abweichung
der SAM: |∆Sh/Nu|
= Nu
⇒ Sh/Nu =
|∆Sh/Nu|
2 − 1
−1− |∆Sh/Nu|2
=̂ 4, 4%...74, 6%
Die SAM und damit die Übertragung der Sherwood-Zahl auf die Nusselt-Zahl zeigt
eine gesamte Ungenauigkeit, ausgedrückt als relative Abweichung |∆Sh/Nu| von
29%MW bis zu 183%MW. Somit kann ein Stoffübergangsexperiment eine Sherwood-
Zahl liefern, deren Wert im Bereich von 4, 4% bis 74, 6% der tatsächlich in der
Turbinenkühlung vorliegenden Nusselt-Zahl liegt. Die experimentell bestimmte
Sherwood-Zahl und die interessierende Nusselt-Zahl können sich daher durchaus um
den Faktor 1/4, 4% ≈ 23 unterscheiden, ohne dass dieses bei der SAM feststellbar
ist. Für Strömungen unter Systemrotation wird die mögliche Abweichung um einen
weiteren, nicht abschätzbaren Faktor größer sein. Mit dieser relativ großen Unsicher-
heit lässt sich aus dem Stoffübergang im Experiment nur eine sehr grobe quantitative
Aussage zum Wärmeübergang in der Kühlung einer Turbinenschaufel treffen. Empi-
rische Korrelationen mit dieser Unsicherheit dürften für zukünftige Optimierungen
von konvektiv getriebenen Schaufelkühlungen unbrauchbar sein. Die qualitativen
räumlichen Verteilungen der Wärme- und der Stoff-Übergangszahl können aber in
Einzelfällen wie bei der Prallkühlung gut übereinstimmen. Hierzu müssen zwangs-
läufig sowohl der Stoff- als auch der Wärmeübergang bekannt sein. Die SAM verliert
damit ihren eigentlichen Sinn, die Bestimmung des Wärmeübergangs zu umgehen.
Jedoch selbst wenn Wärme- und Stoffübergang qualitativ ähnlich und bekannt sind,
bedarf es eines nicht auf empirische Daten gestützten Modells, um Effekte wie den
Rotationseinfluss vom Experiment auf die Schaufelkühlung zu übertragen. Die nicht
korrekte Skalierung der Strömung erfordert diesen Umweg. Enthält ein derartiges
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Modell den Einfluss von Auftriebseffekten und der Pumpwirkung, so dürfte es für
die Bedingungen des Heißgas-Systems verwendbare Ergebnisse liefern. Validieren
ließe sich ein solches Modell im Stoff-System aber nur in Hinsicht auf den Rotati-
onseinfluss und die Pumpwirkung, da Auftriebseffekte im Stoff-System anders und
üblicherweise geringer ausfallen als im Heißgas-System. Berücksichtigt das Modell
wie jenes der Freistrahlkrümmung keine Pumpwirkung und keine Auftriebseffekte,
so ist dessen Anwendung für die Bedingungen der Turbinenkühlung mit einer nicht
bekannten Unsicherheit verbunden. Diese Unsicherheit weisen aber auch die direkten
Messergebnisse der Stoffübergangsmessungen auf, da bei der SAM ebenfalls die
Pumpwirkungen und die Auftriebseffekte nicht skaliert werden können.
Fazit Das grundsätzliche Vorgehen der SAM zeigt eine akzeptable theoretische Un-
genauigkeit von ±8%, sofern keine Systemrotation vorliegt. Zur Untersuchung der
internen Kühlung von Statorschaufeln ist sie damit geeignet. Liegt Systemrotation vor,
so ist die Skalierung der Strömung zwar mit gewissen Unsicherheiten möglich, je-
doch ist die WSA nicht gegeben. Direkt verwertbare Aussagen zu internen Kühlun-
gen von Rotorschaufeln lassen sich daher mit der SAM nicht generieren. Qualitative
Erkenntnisse und Tendenzen zum Rotationseinfluss können aber in Einzelfällen sehr
wohl geschlussfolgert werden. Allerdings ist die Ungenauigkeit der NSM sehr groß,
zumindest in der hier verwendeten Variante mit Vermessung der Schichtdickenände-
rung. Die beobachteten qualitativ beschreibbaren Ergebnisse und Tendenzen müssen
daher extrem ausgeprägt sein, um als verlässlich zu gelten. Zur Bestimmung relativ
geringer Einflüsse, wie beispielsweise bei der Optimierung einer bestimmten Kühlme-
thode, ist die SAM basierend auf der NSM folglich ungeeignet. Für die Identifikation
von Parametern mit großem Einfluss oder für qualitative Untersuchungen mit einem
sehr großen Parameterbereich reicht die Genauigkeit der NSM aber in Einzelfällen aus.
Dann können Modelle zur Vorhersage bestimmter Phänomene mittels Stoffübergangs-
untersuchungen qualitativ validiert werden. Zur Herleitung oder Ermittlung dieser
Modelle bedarf es aber analytischer Überlegungen und quantitativ zuverlässiger Er-
gebnisse, welche nicht mit der SAM erbracht werden können. Die SAM mit der hier
verwendeten NSM ist daher als alleiniges Vorgehen zur Untersuchung einer Schaufel-
kühlung ungeeignet.
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7. Zusammenfassung
Die zukünftige Entwicklung neuer Methoden zur konvektiv getriebenen Kühlung
von Turbinenschaufeln bedarf detaillierterer Erkenntnisse, als sie die bisherige
Angewandte Forschung liefert. Inwieweit sich die etablierten Vorgehensweisen,
insbesondere die Experimentellen, für diesen Erkenntnisgewinn eignen, ist daher eine
entscheidende Information. In der vorliegenden Arbeit werden die Eignung und die
Einschränkungen für ein häufig verwendetes Vorgehen bei der Untersuchung von
Turbinenkühlungen, die Skalierte Analogie Methode (SAM)1 bestimmt und diskutiert.
Die SAM wurde entwickelt, um Aussagen zum Wärmeübergang in schlecht zu
vermessenden Systemen, wie der Innenkühlung von Turbinenlaufschaufeln zu
gewinnen. Experimentell untersucht wird dabei jedoch nur der Stoffübergang in
einem sich möglichst analog verhaltenden, oft geometrisch hochskalierten und damit
leichter zu vermessenden System. Die theoretische Basis dieses Vorgehens bilden die
Analogie von Wärme- und Stoffübertragung (WSA) sowie die Skalierung der Strö-
mung aufgrund der dimensionslosen Bewegungsgleichungen. Zur experimentellen
Bestimmung des Stoffübergangs wird üblicherweise die Naphthalin Sublimations
Methode (NSM) verwendet. Sowohl in der Theorie als auch in der NSM liegen
bisher nicht umfassend betrachtete Unsicherheiten der SAM, die deren Eignung
für zukünftige Untersuchungen einschränkt. Die Ermittlung und Quantifizierung
dieser Unsicherheiten sind Teil dieser Arbeit. Als Basis hierzu dienen theoretische
Betrachtungen und experimentelle Ergebnisse. Aus der Gegenüberstellung der so
gewonnenen Unsicherheiten mit den Messergebnissen der NSM, welche bei Unter-
suchungen von zwei repräsentativen Kühlmethoden gewonnen werden, wird die
Eignung der SAM abgeschätzt. Als repräsentativ werden hier die Prallkühlung und
die Zyklonkühlung angesehen, da deren Strömungsformen sehr unterschiedlich sind.
Sie stellen die Grenzen des weiten Bereichs zukünftig möglicher Kühlströmungen dar.
Zur Bestimmung der theoretischen Unsicherheit werden die wesentlichen Glei-
chungen der SAM aus der Boltzmann Transportgleichung durch Vereinfachungen
mittels zahlreicher Postulate hergeleitet. Der Vergleich dieser Annahmen mit den
tatsächlich zu erwartenden Bedingungen im Experiment sowie in der Schaufelküh-
lung liefert eine theoretische Ungenauigkeit der SAM von ±8%. Dieser Wert gilt
jedoch nur für Strömungen im Inertialsystem, also für Strömungen in Kanälen, die
keiner Systemrotation unterliegen. Für rotierende Relativsysteme zeigt die theore-
tische Betrachtung, dass die WSA nicht exakt vorliegen kann. Zudem lässt sich die
Erhöhung der theoretischen Unsicherheit infolge dieser Diskrepanz nicht abschätzen.
Die theoretische Ungenauigkeit der SAM bei der Untersuchung von Kühlungen in
Turbinenlaufschaufeln ist daher nicht ermittelbar, wird aber±8% nicht unterschreiten.
1Der Begriff „Skalierte Analogie Methode“ist ein bisher nur in dieser Arbeit verwendeter Ausdruck.
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Einen deutlich größeren Anteil an der gesamten Ungenauigkeit der SAM hat die
schlechte Reproduzierbarkeit der NSM. Diese wird aus Doppelproben-Sublimations-
Experimenten sowie Messdaten früherer Untersuchungen2 zu einer relativen
Abweichung von ±69% bestimmt. Der Grund für diese schlechte Wiederholbarkeit
wird im Sublimationsverhalten der Naphthalin-Schicht gefunden. Bisher nicht in
diesem Zusammenhang beobachtete Poren in der Naphthalin-Schicht zeigen, dass
eine fundamentale Annahme der NSM nicht zutrifft und zu der schlechten Repro-
duzierbarkeit führt. Die Schichtdickenänderung als relevante Messgröße der NSM
ist, anders als bisher angenommen, kein adäquates Maß für die sublimierte Masse an
Naphthalin. Trotz aufwändiger Untersuchungen mit dem gezielten Ausschluß poten-
tieller Einflussparameter, wie der Vermeidung von Lunkern in der Naphthalin-Schicht
durch Entgasung der Naphthalin-Schmelze, bleibt die genaue Ursache der Poren
ungeklärt.
Unter Missachtung aller Einschränkungen, deren Auswirkungen nicht quantifiziert
werden können, ist bei der SAM mit einer relativen Abweichung vom Mittelwert
von |∆Sh/Nu| ≈ 183%MW zu rechnen. Diese Ungenauigkeit bezieht sich auf die
Übertragung der experimentell bestimmten Sherwood-Zahl Sh, als Maß für den
Stoffübergang, zur Nusselt-Zahl Nu, als Maß für den Wärmeübergang im Kühlkanal
einer Turbinenstatorschaufel. Vereinfacht ausgedrückt können sich bei der SAM die
Sherwood-Zahl und die Nusselt-Zahl um einen Faktor von bis zu 23 unterscheiden,
ohne dass dieses bemerkbar ist. Da die schlechte, nicht mittelwertstreue Reprodu-
zierbarkeit der NSM den überwiegenden Anteil an dieser Abweichung ausmacht,
kann durch Mehrfachmessungen die Aussagekraft der SAM nicht erhöht werden. Für
quantitative Aussagen ist die SAM somit nur in wenigen Fällen geeignet.
Die Eignung der SAM für zukünftige Untersuchungen auch von Kühlströmungen
in rotierenden Relativsystemen ist jedoch in Einzelfällen trotz großer Ungenauigkeit
gegeben. Erkenntnisse, wie die qualitative Verteilung der Sherwood-Zahl auf den
Kanalwänden können unter Umständen für prinzipielle Aussagen und zur Vali-
dierung von analytischen oder numerischen Modellen sowie zur Stützung anderer
Messergebnisse verwendet werden. Qualitativ verlässlich sind diese Erkenntnisse
in Bezug auf die Reproduzierbarkeit der NSM, sobald lokale Unterschiede in der
Wandverteilung der Sherwood-Zahl vom Faktor 5, 5 oder größer auftreten. Obwohl
in beiden hier untersuchten repräsentativen Kühlmethoden nur geringere lokale
Unterschiede vorhanden sind, können in der Wandverteilung der Sherwood-Zahl
einige Einflüsse plausibel identifiziert werden.
Bei der Zyklonkühlung existiert nur ein mit der NSM erkennbarer Einflussparameter,
die Filmkühlabnahme FKA. Wird sie von FKA = 0 auf FKA = 1 verändert, so
sinkt die Sherwood-Zahl mit der Rohrlängskoordinate stärker ab. Andere denkbare
Einflussparameter wie die Systemrotation oder die Reynolds-Zahl sind nicht feststell-
bar. Hingegen sind bei der Prallkühlung mit der Reynolds-Zahl, der Rotationszahl,
dem Anstellwinkel zur Rotationsachse und der Art der Massenabfuhr mehrere
2Die Messdaten wurden dem Autor von Herrn Nils Winter zur Verfügung gestellt.
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Parametereinflüsse identifizierbar. Ihre Wirkung ist jedoch ähnlich. Sie verschieben
und verkippen die Gebiete hoher Sherwood-Zahlen in den Auftreffgebieten der Frei-
strahlen (Prallstrahlen). Da diese Beobachtungen jedoch nicht quantitativ verlässlich
sind, besitzen sie, sowie etwaige aus ihnen abgeleitete empirische Korrelationen keine
Aussagekraft. Die Ergebnisse der SAM sind daher ohne zusätzliche Informationen,
wie beispielsweise dem Geschwindigkeitsfeld der Strömung, nicht glaubwürdig und
nicht sinnvoll verwertbar.
Aus den Geschwindigkeitsfeldern der Zyklonkühlung und der Prallkühlung, wel-
che in dieser Arbeit für ausgewählte Parameterkonstellationen mittels Magnetic
Resonance Velocimetry (MRV) vermessen werden, lassen sich die Verteilungen
der Sherwood-Zahl plausibel interpretieren. Bei der Zyklonströmung stützt eine
beobachtete starke Drallabnahme mit der Rohrlängskoordinate bei FKA = 1 die
ausgeprägte Verringerung der Sherwood-Zahl mit selbiger Koordinate. Die Höhe der
wandnahen tangentialen Geschwindigkeiten der Strömung und damit auch deren
Gradienten an der Kanalwand korrelieren gut mit den lokalen Sherwood-Zahlen und
stützen deren Glaubwürdigkeit. Bei der Prallkühlung treten örtlich stark begrenzte
Freistrahlen auf, deren Geschwindigkeitsprofile bis zum Auftreffen auf die jeweiligen
Kanalwände nahezu unverändert bleiben. Ort und Ausdehnung der Auftreffbereiche
dieser Freistrahlen zeigen eine gute Übereinstimmung mit den Auftreffgebieten in der
Wandverteilung der Sherwood-Zahl. Wie bei der Zyklonkühlung erhöht die Kenntnis
des Geschwindigkeitsfeldes auch bei der Prallkühlung die Vertrauenswürdigkeit der
Ergebnisse der SAM. Auch für andere Kühlmethoden dürften prinzipielle qualitative
Aussagen, die mit der SAM gewonnen werden, verlässlich sein, sofern diese mit
dem Strömungsfeld korrelieren. Quantitative Aussagen lassen sich jedoch auch bei
simultaner Kenntnis von Geschwindigkeitsfeld und Wandverteilung der Sherwood-
Zahl nicht direkt gewinnen. Allerdings sind die Ergebnisse der SAM dann soweit
verlässlich, dass sie zur Validierung von analytischen Modellen herangezogen werden
können, auch wenn die lokalen Überhöhungen der Sherwood-Zahl kleiner sind als 5, 5.
Für die Zyklonkühlung lässt sich vom Autor kein analytisches Modell zu deren
Verhaltensvorhersage bezüglich des Stoffübergangs entwickeln, da markante und
relevante Strömungseigenschaften fehlen. Bei der Prallkühlung hingegen lässt sich
der Rotationseinfluss durch ein kinetisches Modell zur Krümmung der Freistrahlen
aufgrund der Coriolis-Beschleunigung berechnen. Das Modell liefert pro Freistrahl
eine Auftreffkontur auf der jeweiligen Kanalwand. Diese Kontur stimmt mit dem
Auftreffgebiet in der Wandverteilung der Sherwood-Zahl sowohl in Größe, Verschie-
bung und Verkippung sehr gut überein. Diese Übereinstimmung zeigt, dass bei der
Prallkühlung sowohl die qualitativen Ergebnisse der SAM als auch das analytische
Modell zur Freistrahlkrümmung als valide angesehen werden darf. Damit erfüllen
zumindest die Stoffübergangsmessungen als Teil der SAM ihren Zweck. Die ohnehin
stark unsichere Übertragung der Sherwood-Zahl auf die Nusselt-Zahl ist bei der
Verwendung eines Modells hingegen überflüssig.
Allgemein ist die Eignung der SAM für zukünftige Untersuchungen von Kühlmetho-
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den nur eingeschränkt gegeben. Es bedarf zusätzlicher Informationen wie das Strö-
mungsfeld, damit den ermittelten Verteilungen der Sherwood-Zahl auf den Kanal-
wänden eine Plausibilität zugeschrieben werden kann. Um das eigentliche Ziel der
SAM zu erreichen, das heißt Aussagen über Wärmeübergang in der Turbinenschau-
felkühlung zu gewinnen, sind weiterhin Modelle zur Vorausberechnung bestimmter
Einflüsse notwendig, die nicht auf den Messergebnissen der SAM beruhen. Zukünf-
tig kann die SAM daher nur ein kleiner Teil eines Vorgehens zur Untersuchung von
Schaufelkühlungen sein. Als einzige Methode ist sie ungeeignet.
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8. Ausblick
Für zukünftige Untersuchungen von Turbinenschaufelkühlungen, insbesondere
solchen in Rotorschaufeln, muss das bisherige Vorgehen mittels Strömungsskalierung
und Ausnutzung der Analogie von Wärme- und Stofftransport (WSA) durch zusätz-
liche Methoden ergänzt oder vollständig ersetzt werden. Sicherlich ist die Skalierung
der jeweiligen Strömung messtechnisch unabdingbar. Auch die Reduzierung des
Temperaturniveaus und der Temperaturgradienten wird sich nur schwer vermeiden
lassen. Eine nicht ganz korrekte Abbildung von Auftriebseffekten ist damit in Kauf
zu nehmen. Weiterhin werden dann alle Materialkoeffizienten und damit auch die
Skalierung über dimensionslose Kennzahlen eine gewisse Ungenauigkeit aufweisen.
Abweichungen zwischen den Geschwindigkeits-, den Temperatur- beziehungsweise
den Konzentrationsgrenzschichten in Experimenten und in der Turbinenkühlung sind
daher unvermeidbar. Folglich sind die Wärme- und die Stoffübergangszahlen nur
grobe Näherungen, um die tatsächlich vorherrschende Physik zu beschreiben. Aus
dieser Sicht dürfte die Nutzung der WSA weiterhin gerechtfertigt sein, allerdings
nicht mittels der Naphthalin-Sublimations-Methode (NSM) auf Basis der alleinigen
Schichtdickenmessung.
Denkbar ist es, die NSM mit der aktuellen Messgröße der Schichtdickenänderung
um weitere Messgrößen zu erweitern. Eine zusätzliche gravimetrische Bestimmung
der sublimierten Masse sowie eine Bestimmung der lokalen Porenanzahl könnten
die Aussagekraft der NSM gegebenenfalls ausreichend verbessern. Unbekannt bleibt
jedoch trotzdem die zur Ermittelung der Sherwood-Zahl notwendige treibende
Konzentrationsdifferenz des Naphthalin-Dampfes. Diese lokal experimentell zu
bestimmen ist ein vielversprechender Ausweg. Berührungslose Verfahren, wie bei-
spielsweise die Laser Induzierte Fluoreszenz (LIF), sind prinzipiell zur Vermessung
der Konzentrationsgrenzschicht nutzbar (siehe [93], [94]). Gänzlich überflüssig würde
die Vermessung der Massen- und Dickenabnahme der Naphthalin-Schicht werden,
wenn die Geschwindigkeitsgrenzschicht bekannt wäre. Dieses entspräche der expe-
rimentellen Lösung der Massenerhaltungsgleichung, welche eine deutlich größere
Aussagekraft hätte als die Abbildung des Stoffübergangs mit der Sherwood-Zahl.
Bereits heute lässt sich die Geschwindigkeitsgrenzschicht durch optische Verfahren
wie der Particle Image Velocimetry (PIV) vermessen. Zukünftig wird dieses aber
sicherlich auch durch speziell entwickelte Formen der LIF möglich sein. Um die
Eignung einer so erweiterten NSM für zukünftige Untersuchungen von Turbinen-
kühlungen zu bestimmen, muss deren Ungenauigkeit und Praktikabilität verlässlich
ermittelt werden. Angesichts der Komplexität einer erweiterten NSM bedarf es hierzu
eines weitreichenden wissenschaftlichen Vorgehens.
Eine andere Alternative ist es, auf die Nutzung der WSA zu verzichten. In Experi-
menten würde dann, genauso wie in der Turbinenkühlung, der Wärmeübergang zur
interessierenden Größe. Die Skalierung der Strömung sowie die Reduzierung der Tem-
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peraturniveaus und Temperaturgradienten wäre jedoch in den meisten Fällen trotz-
dem erforderlich. Allerdings könnte sich die Vermessung der Temperaturgrenzschicht
technisch einfacher gestalten als die Vermessung der Konzentrationsgrenzschicht. Die
experimentelle Bestimmung der Wärmestromdichte, welche heute ein etabliertes, aber
technisch aufwändiges Verfahren ist, wäre aber weiterhin notwendig, um den Wär-
meübergang zu bestimmen. Allerdings ließe sich dieser Aufwand umgehen, wenn die
Geschwindigkeitsgrenzschicht beispielsweise durch PIV experimentell ermittelt wür-
de. Die Energieerhaltungsgleichung wäre dann experimentell gelöst und es ließen sich
deutlich aussagekräftigere Erkenntnisse gewinnen, als es mit der Abbildung des Wär-
meübergangs durch die Nusselt-Zahl möglich ist. Aber auch dieses vollständig neue
Vorgehen bedarf zuerst einer wissenschaftlichen Untersuchung bezüglich seiner Ge-
nauigkeit und Praktikabilität, bevor es als Methode verwendet werden sollte.
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A. Daten zu den verwendeten
Kühlkanalgeometrien
Eigenschaft Parameter
Akronym Betrag Dim.
Hydraulischer u. geometrischer
Durchmesser Hauptkanal
dhHK 50, 00 mm
Hydraulischer u. geometrischer
Durchmesser Filmkühlbohrung
dhFKB 5, 00 mm
Hydraulischer Durchmesser Zufuhrkanal dhzu 4, 77 mm
Breite Zufuhrkanal bzu 12, 50 mm
Länge Zufuhrkanal Lzu 58, 70 mm
Hydraulische Länge/Durchmesser
Filmkühlbohrungen 1 φ = 290 °
l290/dh290 3, 526
Hydraulische Länge/Durchmesser
Filmkühlbohrungen 2 φ = 90 °
l90/dh90 2, 500
Hydraulische Länge/Durchmesser
Zufuhrkanal
lzu/dhzu 7, 16
Anzahl der Filmkühlbohrungen pro Reihe NFKn 17
Anzahl der Filmkühlbohrungsreihen NFKBn 2
Teilung beider Filmkühlbohrungsreihen PFKB.ver 4
Radialer Abstand Zufuhrkanal und 1.
Filmkühlbohrung bezogen auf deren
Durchmesser
PFK.zu 1, 76
Tabelle A.1.: Quantitative geometrische Eigenschaften des Zyklonkühlkanals
für Stoffübergangsmessungen
A 162 Daten zu den verwendeten Kühlkanalgeometrien
Eigenschaft Parameter
Akronym Betrag Dim.
Breite Kanalwand D W1 38, 5 mm
Breite Kanalwand C W2 147, 0 mm
Abstand Kanalwand D zu Kanalwand C H 126, 0 mm
Wandwinkel A D φA1 110, 0 °
Wandwinkel A C φA2 70, 0 °
Wandwinkel B D φB1 116, 4 °
Wandwinkel C D φB2 63, 6 °
Hydr. Durchmesser A1 dA1 14, 0 mm
Hydr. Durchmesser A2 dA2 14, 0 mm
Hydr. Durchmesser B1 dB1 14, 0 mm
Hydr. Durchmesser B2 dB2 16, 8 mm
Bohrungsposition A1 aA1 19, 0 mm
Bohrungsposition A2 aA2 29, 4 mm
Bohrungsposition B1 aB1 70, 0 mm
Bohrungsposition B2 aB2 35, 0 mm
Bohrungsabstand A1 PA1 42, 0 mm
Bohrungsabstand A2 PA2 42, 0 mm
Bohrungsabstand B1 PB1 42, 0 mm
Bohrungsabstand B2 PB2 42, 0 mm
Bohrungswinkel A1 αA1 30, 0 °
Bohrungswinkel A2 αA2 30, 0 °
Bohrungswinkel B1 αB1 90, 0 °
Bohrungswinkel B2 αB2 90, 0 °
Länge/Durchmesser A1 lA1/d 2, 176
Länge/Durchmesser A2 lA2/d 3, 334
Länge/Durchmesser B1 lB1/d 2, 500
Länge/Durchmesser B2 lB2/d 2, 083
Anzahl der Bohrungen in Reihe A1 NA1 9
Anzahl der Bohrungen in Reihe A1 NA2 9
Anzahl der Bohrungen in Reihe B1 NB1 9
Anzahl der Bohrungen in Reihe B2 NB2 9
Tabelle A.2.: Quantitative geometrische Eigenschaften des Prallkühlkanals
für Stoffübergangsuntersuchungen
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B. Boltzmann Transportgleichungen
∂
∂t
∫
ΦX(ζ) f (ζ, r, t)dζ +
∂
∂xi
∫
ΦX(ζ)ζi f (ζ, r, t)dζ + ki
∫
ΦX(ζ)
∂ f (ζ, r, t)
∂ζi
dζ︸ ︷︷ ︸
Transportterm: F(ΦX(ζ))
=
∫
ζ
∫
ζa
∫
AC
ΦX(ζ)
[
f (ζ, r, t)′ f ′a(ζa, r, t)− f (ζ, r, t) fa(ζa, r, t)
]
gdACdζadζ
︸ ︷︷ ︸
Kollisionsterm: C
(B.1)
=
1
2
∫
ζ
∫
ζa
∫
AC
[
Φ′X(ζ) +Φ′Xa(ζa)−ΦX(ζ)−ΦXa(ζa)
]
f (ζ, r, t) fa(ζa, r, t)gdACdζadζ
︸ ︷︷ ︸
Kollisionsterm: C
(B.2)
Hierin ist
t Zeit
xi ∀i = 1; 2; 3 Ortskoordinaten
≡ x; y; z
r =
[
ζx, ζy, ζz
]
Ortsvektor bzgl. raumfesten Koordinatensystems
ζ =
[
ζx, ζy, ζz
]
Teilchengeschwindigkeitsvektor bzgl. raumfesten Koordinaten-
systems
g = ζa − ζ Relativgeschwindigkeit zwischen den Teilchen des betrachteten
und eines anderen (a) Geschwindigkeitsvolumens
AC Stoßfläche
f (ζ, r, t) Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen im betrachteten Orts-
und Geschwindigkeitsvolumen
fa(ζa, r, t) Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen aus anderem Orts-
und Geschwindigkeitsvolumen
ΦX(ζ), ΦXa(ζ)a Transportgröße vor einem Stoß im betrachteten und anderem
(a) Orts- und Geschwindigkeitsvolumen der Größe X
ΦX(ζ)′, Φ′Xa(ζa) Transportgröße nach einem Stoß im betrachteten und anderem
(a) Orts- und Geschwindigkeitsvolumen der Größe X
ki Massenspezifische Kraft, die eine Beschleunigung der Teilchen
verursacht
C Kollisionsterm
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Stoßinvarianten Transportgrößen
Masse ΦM = m
Impuls ΦI = mζ
Energie ΦE = m2 ζ
2
B.1. Boltzmann Transportgleichungen eines einkomponentigen
Gases
∂
∂t
∫
ΦX(ζ) f (ζ)dζ +
∂
∂xi
∫
ΦX(ζ)ζi f (ζ)dζ + ki
∫
ΦX(ζ)
∂ f (ζ)
∂ζi
dζ︸ ︷︷ ︸
F(ΦX(ζ))
= 0 (B.3)
∀ Φ′X +Φ′Xa −ΦX −ΦXa = 0
mit X = M, I, E
B.2. Boltzmann Transportgleichungen eines mehrkomponentigen
Gases
BTGl einer Gemischkomponente
∂
∂t
∫
ΦX(ζ) fn(ζ, r, t)dζ +
∂
∂xi
∫
ΦX(ζ)ζi fn(ζ, r, t)dζ + kn,i
∫
ΦX(ζ)
∂ f (ζ, r, t)
∂ζi
dζ︸ ︷︷ ︸
Transportterm einer Komponente: Fn(ΦX(ζ))
=
∫
ζ
ΦX(ζ)
m
∑
s=0
∫
ζa
∫
AC,ns
[
fn(ζ, r, t)′ f ′a,s(ζa, r, t)− f (ζ, r, t) fa(ζa,s, r, t)
]
gdAC,nsdζadζ
=
∫
ζ
ΦX(ζ)
∫
ζa
∫
AC,nn
[
fn(ζ, r, t)′ f ′a,n(ζa, r, t)− fn(ζ, r, t) fa,n(ζa,n, r, t)
]
gdAC,nndζa
︸ ︷︷ ︸
Cnn
dζ +
∫
ζ
ΦX(ζ)
m
∑
s=0
∣∣∣∣∣
s 6=n
∫
ζa
∫
AC,ns
[
fn(ζ, r, t)′ f ′a,s(ζa, r, t)− f (ζ, r, t) fa(ζa,s, r, t)
]
gdAC,nsdζa
︸ ︷︷ ︸
Cns
dζ
=
∫
ΦX(ζ)Cnndζ +
∫
ΦX(ζ)Cnsdζ︸ ︷︷ ︸
Kollisionsterme der Komponente
(B.4)
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∂
∂t
∫
ΦX(ζ) fn(ζ, r, t)dζ +
∂
∂xi
∫
ΦX(ζ)ζi fn(ζ, r, t)dζ + kn,i
∫
ΦX(ζ)
∂ f (ζ, r, t)
∂ζi
dζ︸ ︷︷ ︸
Fn(ΦX(ζ))
=
∫
ΦX(ζ)Cnsdζ (B.5)
∀ Φ′X +Φ′Xa −ΦX −ΦXa = 0 mit X = M, I, E
BTGl des Gemisches
∑
n
(
∂
∂t
∫
ΦX(ζ) fn(ζ, r, t)dζ +
∂
∂xi
∫
ΦX(ζ)ζi fn(ζ, r, t)dζ + kn,i
∫
ΦX(ζ)
∂ f (ζ, r, t)
∂ζi
dζ
)
︸ ︷︷ ︸
Transportterm des Gemisches: FN(ΦX(ζ))
=∑
n
(∫
ΦX(ζ)Cnndζ +
∫
ΦX(ζ)Cnsdζ
)
︸ ︷︷ ︸
Kollisionsterme des Gemisches
= 0 (B.6)
∀ Φ′X +Φ′Xa −ΦX −ΦXa = 0
mit X = M, I, E
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C. Momente von Spezies
Um die Momente der BTGl in makroskopischen Größen ausdrücken zu können, wer-
den die Geschwindigkeiten der Teilchen im raumfesten Koordinaten ζi aufgeteilt in
die makroskopisch messbare mittlere Geschwindigkeit wi und die Geschwindigkeit
der Teilchen relativ zueinander, die thermische Geschwindigkeit ci nach Gl. C.1.
ζi = ci + wi (C.1)
Die Transportgleichung Gl. B.6 beziehungsweise Gl. B.3 enthält drei, für jede Trans-
portgröße Φ auszuformulierende Terme Gl. C.3, Gl. C.4 und Gl. C.5, die Momente.
Diese lassen sich für ein einkomponentiges Fluid und ein Gemisch in ähnlicher Wei-
se finden und werden im Folgenden einzeln aufgeführt. Obwohl die Momente einer
Spezies als Komponente eines Gemisches bereits die Momente der Spezies eines ein-
komponentiges Fluids enthalten, wird für letztere eine eigene Auflistung angegeben.
0 = bzw:
∫
ΦCnsdζ = (C.2)
∂
∂t
∫
Φ fndζ (C.3)
+
∂
∂xi
∫
Φζi fndζ (C.4)
+kn,i
∂
∂xi
∫
Φ
∂ fn
∂ζi
dζ (C.5)
C.1. Momente einer Spezies eines einkomponentigen Fluids und
dessen Erhaltungsgleichungen
Die Momente der stoßinvarianten Größen, Masse, Impuls und Energie, der Spezies
eines einkomponentigen Fluids werden im Folgenden aufgeführt und in die BTGl ein-
gesetzt, die dann die allgemeine Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung
darstellt.
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C.1.1. Momente der Masse der Spezies eines einkomponentigen Fluids
Masse: Φ = m
∂
∂t
∫
m f dζ =
∂
∂t
(mn) = ρ (C.6)
∂
∂xi
∫
mζi f dζ =
∂
∂xi
∫
mciζi f dζ +
∂
∂xi
∫
mwiζi f dζ (C.7)
•
∫
mciζi f dζ = 0 (C.8)
•
∫
mwiζi f dζ = mwin = wiρ (C.9)
=
∂
∂xi
(wiρ) (C.10)
ki
∂
∂xi
∫
m
∂ f
∂ζi
dζ = kim
[1 f ]∞−∞ − ∞∫
−∞
∂1
∂ζi
f dζ
 (C.11)
= kim
 f (∞)− f (−∞)− ∞∫
−∞
0 f dζ
 (C.12)
= kim [0− 0− 0] = 0 (C.13)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung der Masse der Spezies einkomponentigen Fluids
folgt damit zu
⇒ 0 = ∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(wiρ) (C.14)
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C.1.2. Momente des Impulses der Spezies eines einkomponentigen Fluids
Impuls: Φ = mζ j
∂
∂t
∫
mζ j f dζ =
∂
∂t
∫
mcj f dζ +
∂
∂t
∫
mwj f dζ (C.15)
•
∫
mcjζi f dζ = mn0 = 0 (C.16)
•
∫
mwjζi f dζ = mwjn = wjρ (C.17)
=
∂
∂t
(
wjρ
)
(C.18)
∂
∂xi
∫
mζ jζi f dζ =
∂
∂xi
∫
m [ci + wi]
[
cj + wj
]
f dζ (C.19)
•
∫
mcicj f dζ = −τij (C.20)
•
∫
mciwj f dζ = mn0wj = 0 (C.21)
•
∫
mcjwi f dζ = mn0wi = 0 (C.22)
•
∫
mwiwj f dζ = mnwiwj = wiwjρ (C.23)
=
∂
∂xi
(
−τij + wiwjρ
)
(C.24)
ki
∂
∂xi
∫
mζ j
∂ f
∂ζi
dζ = kim
[ζ j f ]∞−∞ −
∞∫
−∞
∂ζ j
∂ζi
f dζ
 (C.25)
= kim
∞ f (∞)− (−∞) f (−∞)− ∞∫
−∞
δij f dζ
 (C.26)
= kim
[
0+ 0− nδij
]
= −kjρ (C.27)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung des Impulses der Spezies eines einkomponenti-
gen Fluids folgt damit zu
⇒ 0 = ∂
∂t
(
wjρ
)
+
∂
∂xi
(
wiwjρ
)
− ∂
∂xi
(
τij
)
− kjρ (C.28)
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C.1.3. Momente der Energie der Spezies eines einkomponentigen Fluids
Energie: Φ =
m
2
ζ jζ j
∂
∂t
∫ m
2
ζ jζ j f dζ =
∂
∂t
∫ m
2
[
cj + wj
] [
cj + wj
]
f dζ (C.29)
•
∫ m
2
cjcj f dζ = mnu = uρ (C.30)
•
∫ m
2
cjwj f dζ =
m
2
n0wj = 0 (C.31)
•
∫ m
2
wjwj f dζ =
m
2
nwjwj = wjwj
ρ
2
(C.32)
=
∂
∂t
(
uρ+ wjwj
ρ
2
)
(C.33)
∂
∂xi
∫ m
2
ζ jζ jζi f dζ =
∂
∂xi
∫ m
2
[ci + wi]
[
cj + wj
] [
cj + wj
]
f dζ (C.34)
•
∫ m
2
cicjcj f dζ = q˙i (C.35)
•
∫ m
2
2cicjwj f dζ = −wjτij (C.36)
•
∫ m
2
ciwjwj f dζ = wjwj
m
2
0 = 0
(C.37)
•
∫ m
2
wicjcj f dζ = mnuwi = uwiρ (C.38)
•
∫ m
2
2wicjwj f dζ = mnwiwj0 = 0
(C.39)
•
∫ m
2
2wiwjwj f dζ =
m
2
nwiwjwj = wiwjwj
ρ
2
(C.40)
=
∂
∂xi
(
q˙i − wjτij + wjwj ρ2
)
+
∂
∂xi
(
uwiρ+ wiwjwj
ρ
2
)
(C.41)
ki
∂
∂xi
∫ m
2
ζ jζ j
∂ f
∂ζi
dζ = ki
m
2
[ζ jζ j f ]∞−∞ −
∞∫
−∞
∂
∂ζi
(
ζ jζ j
)
f dζ
 (C.42)
= ki
m
2
∞∞ f (∞)− [−∞][−∞] f (−∞)− ∞∫
−∞
2δijζi f dζ

(C.43)
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= ki
m
2
0− 0− ∞∫
−∞
2δij
[
cj + wj
]
f dζ
 (C.44)
= ki
m
2
[
−2δijn0− 2δijnwj
]
(C.45)
= −kjwjρ (C.46)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung der Energie der Spezies eines einkomponentigen
Fluids folgt damit zu
⇒ 0 = ∂
∂t
(uρ) +
∂
∂t
(
wjwj
ρ
2
)
+
∂
∂xi
(wiuρ) +
∂
∂xi
(
wiwjwj
ρ
2
)
+
∂
∂xi
(q˙i)− ∂∂xi
(
wjτij
)
− kjwjρ (C.47)
C.2. Momente einer Spezies als Gemischkomponente und deren
Erhaltungsgleichungen
Die Momente der stoßinvarianten Größen, Masse, Impuls und Energie, einer Spezies
als Komponente eines Gemisches werden im Folgenden aufgeführt und in die BTGl
eingesetzt, die dann die allgemeine Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichung
darstellt.
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C.2.1. Momente der Masse einer Spezies als Gemischkomponente
Masse: Φ = mn
∂
∂t
∫
mn fndζ =
∂
∂t
(mnnn) = ρn (C.48)
∂
∂xi
∫
mnζi fndζ =
∂
∂xi
∫
mnciζi fndζ +
∂
∂xi
∫
mnwiζi fndζ (C.49)
•
∫
mnciζi fndζ = mnwdiffn,i nn = wdiffn,iρn (C.50)
•
∫
mnwiζi fndζ = mnwinn = wiρn (C.51)
=
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+
∂
∂xi
(wiρn) (C.52)
kn,i
∂
∂xi
∫
mn
∂ fn
∂ζi
dζ = kn,imn
[1 fn]∞−∞ − ∞∫
−∞
∂1
∂ζi
fndζ
 (C.53)
= kn,imn
 fn(∞)− fn(−∞)− ∞∫
−∞
0 fndζ
 (C.54)
= kn,imn [0− 0− 0] = 0 (C.55)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung der Masse einer Spezies als Gemischkomponente
folgt damit zu
⇒
∫
mnCnsdζ =
∂ρn
∂t
+
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+
∂
∂xi
(wiρn) (C.56)
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C.2.2. Momente des Impulses einer Spezies als Gemischkomponente
Impuls: Φ = mnζ j
∂
∂t
∫
mnζ j fndζ =
∂
∂t
∫
mncj fndζ +
∂
∂t
∫
mnwj fndζ (C.57)
•
∫
mncjζi fndζ = mnwdiffn,j nn = wdiffn,jρn (C.58)
•
∫
mnwjζi fndζ = mnwjnn = wjρn (C.59)
=
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
)
+
∂
∂t
(
wjρn
)
(C.60)
∂
∂xi
∫
mnζ jζi fndζ =
∂
∂xi
∫
mn [ci + wi]
[
cj + wj
]
fndζ (C.61)
•
∫
mncicj fndζ = −τn,ij (C.62)
•
∫
mnciwj fndζ = mnnnwdiffn,i wj = wdiffn,i wjρn (C.63)
•
∫
mncjwi fndζ = mnnnwdiffn,j wi = wdiffn,j wiρn (C.64)
•
∫
mnwiwj fndζ = mnnnwiwj = wiwjρn (C.65)
=
∂
∂xi
(
−τn,ij + wdiffn,i wjρn + wdiffn,j wiρn + wiwjρn
)
(C.66)
kn,i
∂
∂xi
∫
mnζ j
∂ fn
∂ζi
dζ = kn,imn
[ζ j fn]∞−∞ −
∞∫
−∞
∂ζ j
∂ζi
fndζ
 (C.67)
= kn,imn
∞ fn(∞)− (−∞) fn(−∞)− ∞∫
−∞
δij fndζ
 (C.68)
= kn,imn
[
0+ 0− nnδij
]
= −kn,jρn (C.69)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung des Impulses einer Spezies als Gemischkompo-
nente folgt damit zu
⇒
∫
mnζ jCnsdζ =
∂
∂t
(
wjρn
)
+
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
)
− ∂
∂xi
(
τn,ij
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,i wjρn
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,j wiρn
)
+
∂
∂xi
(
wiwjρn
)
−kn,jρn (C.70)
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C.2.3. Momente der Energie einer Spezies als Gemischkomponente
Energie: Φ =
mn
2
ζ jζ j
∂
∂t
∫ mn
2
ζ jζ j fndζ =
∂
∂t
∫ mn
2
[
cj + wj
] [
cj + wj
]
fndζ (C.71)
•
∫ mn
2
cjcj fndζ = mnnnun = unρn (C.72)
•
∫ mn
2
cjwj fndζ =
mn
2
nnwdiffn,j wj = wdiffn,j wj
ρn
2
(C.73)
•
∫ mn
2
wjwj fndζ =
mn
2
nnwjwj = wjwj
ρn
2
(C.74)
=
∂
∂t
(
uρn + 2wdiffn,j wj
ρn
2
+ wjwj
ρn
2
)
(C.75)
∂
∂xi
∫ mn
2
ζ jζ jζi fndζ =
∂
∂xi
∫ mn
2
[ci + wi]
[
cj + wj
] [
cj + wj
]
fndζ (C.76)
•
∫ mn
2
cicjcj fndζ = q˙n,i (C.77)
•
∫ mn
2
2cicjwj fndζ = −wjτn,ij (C.78)
•
∫ mn
2
ciwjwj fndζ = wjwj
mn
2
wdiffn,i = wjwjwdiffn,i
ρn
2
(C.79)
•
∫ mn
2
wicjcj fndζ = mnnnunwi = unwiρn (C.80)
•
∫ mn
2
2wicjwj fndζ = mnnnwiwjwdiffn,j = wiwjwdiffn,jρn
(C.81)
•
∫ mn
2
wiwjwj fndζ =
mn
2
nnwiwjwj = wiwjwj
ρn
2
(C.82)
=
∂
∂xi
(
q˙n,i − wjτn,ij + wjwjwdiffn,i
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(
wiuρn + wiwjwdiffn,jρn + wiwjwj
ρn
2
)
(C.83)
kn,i
∂
∂xi
∫ mn
2
ζ jζ j
∂ fn
∂ζi
dζ = kn,i
mn
2
[ζ jζ j fn]∞−∞ −
∞∫
−∞
∂
∂ζi
(
ζ jζ j
)
fndζ
 (C.84)
= kn,i
mn
2
∞∞ fn(∞)− [−∞][−∞] fn(−∞)− ∞∫
−∞
2δijζi fndζ

(C.85)
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= kn,i
mn
2
0− 0− ∞∫
−∞
2δij
[
cj + wj
]
fndζ
 (C.86)
= kn,i
mn
2
[
−2δijnnwdiffn,j − 2δijnnwj
]
(C.87)
= −kn,j
[
wdiffn,j + wj
]
ρn (C.88)
Die allgemeine Erhaltungsgleichung der Energie einer Spezies als Gemischkomponen-
te folgt damit zu
⇒
∫ mn
2
ζ jζ jCnsdζ =
∂
∂t
(unρn) +
∂
∂t
(
wdiffn,j wjρn
)
+
∂
∂t
(
wjwj
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(wiunρn) +
∂
∂xi
(
wiwjwj
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,i wjwj
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(
wiwjwdiffn,jρn
)
+
∂
∂xi
(
q˙n,i
)− ∂
∂xi
(
wjτn,ij
)
− kn,j
[
wdiffn,j + wj
]
ρn
(C.89)
C.2.4. Produktionsterme des Gemisches
∫
mnCnsdζ = Γ˙n (C.90)∫
mnζ jCnsdζ = Γ˙nwn (C.91)
mn
2
∫
|ζ j|2Cnsdζ = Γ˙n wn
2
2
(C.92)
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D. Allgemeine Erhaltungsgleichungen
Allgemeine Erhaltungsgleichungen eines einkomponentigen Gases
0 = F(ΦM(ζ)) =
∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(wiρ) (D.1)
0 = F(ΦI(ζ)) =
∂
∂t
(
wjρ
)
+
∂
∂xi
(
wiwjρ
)
− ∂
∂xi
(
τij
)
− kjρ (D.2)
0 = F(ΦE(ζ)) =
∂
∂t
(uρ) +
∂
∂t
(
wjwj
ρ
2
)
+
∂
∂xi
(wiuρ) +
∂
∂xi
(
wiwjwj
ρ
2
)
+
∂
∂xi
(q˙i)− ∂∂xi
(
wjτij
)
− kjwjρ (D.3)
Allgemeine Erhaltungsgleichungen eines mehrkomponentigen Gases
Masse:
∫
mnCnsdζ = Fn(ΦM(ζ)) =
Γ˙n =
∂ρn
∂t
+
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+
∂
∂xi
(wiρn) (D.4)
Impuls:
∫
mnζ jCnsdζ = Fn(ΦI(ζ)) =
Γ˙nwn =
∂
∂t
(
wjρn
)
+
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,i wjρn
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,j wiρn
)
+
∂
∂xi
(
wiwjρn
)
− ∂
∂xi
(
τn,ij
)
−kn,jρn (D.5)
Energie:
mn
2
∫
|ζ j|2Cnsdζ = Fn(ΦE(ζ)) =
Γ˙n
wn2
2
=
∂
∂t
(unρn) +
∂
∂t
(
wjwj
ρn
2
)
+
∂
∂t
(
wdiffn,j wjρn
)
+
∂
∂xi
(wiunρn) +
∂
∂xi
(
wiwjwj
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(
wdiffn,i wjwj
ρn
2
)
+
∂
∂xi
(
wiwjwdiffn,jρn
)
+
∂
∂xi
(
q˙n,i
)− ∂
∂xi
(
wjτn,ij
)
− kn,j
[
wdiffn,j + wj
]
ρn (D.6)
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wn = w+wdiff (D.7)
m
∑
s=1
Γ˙n =
m
∑
s=1
(
Γ˙nwn
)
=
m
∑
s=1
(
Γ˙n
wn2
2
)
= 0 (D.8)
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Masse:
m
∑
s=1
(∫
mn(ζ)Cnndζ +
∫
mn(ζ)Cnsdζ
)
= F(ΦM(ζ)) =
0 =
∂
∂t
(ρ) +
∂
∂xi
(wiρ) +
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
(D.9)
Impuls:
m
∑
s=1
(∫
mnζ j(ζ)Cnndζ +
∫
mnζ j(ζ)Cnsdζ
)
= F(ΦI(ζ)) =
0 =
∂
∂t
(
wjρ
)
+
∂
∂xi
(
wiwjρ
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
))
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
([
wdiffn,i wj + wdiffn,j wi
]
ρn
))
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
−
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
(D.10)
Energie:
m
∑
s=1
(∫
mnζ jζ j(ζ)Cnndζ +
∫
mnζ jζ j(ζ)Cnsdζ
)
= F(ΦE(ζ)) =
0 =
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(unρn)
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wjwj
ρn
2
))
+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wjwdiffn,jρn
))
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(unρnwi)
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
( ρn
2
wjwj
[
wdiffn,i + wi
]))
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wiwjwdiffn,jρn
))
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wjτn,ij
))
−
m
∑
s=1
(
kn,jρn
[
wj + wdiffn,j
])
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
q˙n,i
))
(D.11)
Masse: m− 1 Erhaltungsgleichungen
Γ˙n =
∂
∂t
(ρn) +
∂
∂xi
(wiρn) +
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
∀n ∈N [1; m− 1] (D.12)
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E. Äquivalenz der massengemittelten
Geschwindigkeit
wi =
1
ρ
m
∑
s=1
(
ρnwn,i
)
(E.1)
wn,i = wi − wdiffn,i (E.2)
wiρ =
m
∑
s=1
(
ρnwn,i
)
=
m
∑
s=1
(ρnwi) ∀ wn,i = wi (E.3)
⇒
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
=
m
∑
s=1
j∗s,i = 0 (E.4)
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F. Kopplung der allgemeinen
Erhaltungsgleichungen
Die Kopplung der allgemeinen Erhaltungsgleichungen werden im Folgenden sowohl
für das Gemisch, als auch für das einkomponentige Fluid getrennt dargestellt.
F.1. Kopplung der allgemeinen Erhaltungsgleichungen eines
einkomponentigen Fluids
Allgemeine Massenerhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. D.1=Gl. C.14
0 =
∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(wiρ) (F.1)
Allgemeine Impulserhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. D.2=Gl. C.28
0 = wj
∂ρ
∂t
+
∂wj
∂t
ρ+ wj
∂
∂xi
(wiρ) +
∂wj
∂xi
wiρ− ∂∂xi
(
τij
)
− kjρ (F.2)
Gekoppelte Impulserhaltung eines einkomponentigen Fluids
∂wj
∂t
ρ+
∂wj
∂xi
wiρ =
∂
∂xi
(
τij
)
+ kjρ (F.3)
Allgemeine Energieerhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. D.3=Gl. C.47
0 =
∂
∂t
(uρ) +
∂
∂t
(
wjwj
ρ
2
)
+
∂
∂xi
(wiuρ) +
∂
∂xi
(
wiwjwj
ρ
2
)
−wj ∂∂xi
(
τij
)
− ∂wj
∂xi
τij − wjkjρ+ ∂∂xi (q˙i) (F.4)
Gekoppelte Energieerhaltung eines einkomponentigen Fluids
ρ
∂u
∂t
+ wiρ
∂u
∂xi
= τij
∂wj
∂xi
− ∂
∂xi
(q˙i) (F.5)
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F.2. Kopplung der allgemeinen Erhaltungsgleichungen eines
Gemisches
Annahme von inerten Komponenten
Γ˙n
!
= 0 (F.6)
Allgemeine Massenerhaltung eines Gemisches entspricht Gl. D.9
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
= − ∂
∂t
(ρ)− ∂
∂xi
(wiρ) (F.7)
Allgemeine Massenerhaltung einer Komponente eines Gemisches entspricht Gl. D.12
bei einer Produktionsrate von Γ˙n = 0
0 =
∂
∂t
(ρn) +
∂
∂xi
(wiρn) +
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
∀n ∈ [1; m− 1] (F.8)
Gekoppelte Massenerhaltung einer Komponente eines Gemisches mit der Einführung
des Massenanteils ξn =
∂ρn
∂ρ
0 =
∂
∂t
(ξnρ) +
∂
∂xi
(wiξnρ) +
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
∀n ∈ [1; m− 1] (F.9)
= ξn
∂
∂t
(ρ) + ξn
∂
∂xi
(wiρ) +
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+ρ
∂
∂t
(ξn) + wiρ
∂
∂xi
(ξn) (F.10)
= −ξn
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
+
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+ρ
∂
∂t
(ξn) + wiρ
∂
∂xi
(ξn) (F.11)
Allgemeine Impulserhaltung eines Gemisches entspricht Gl. D.10
0 = wj
∂
∂t
(ρ) + ρ
∂wj
∂t
+ wj
∂
∂xi
(wiρ) +
∂wj
∂xi
wiρ+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
))
+wj
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
+
∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,j wiρn
))
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
−
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
(F.12)
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Gekoppelte Impulserhaltung eines Gemisches
ρ
∂wj
∂t
+ wiρ
∂wj
∂xi
+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
))
+
∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,j wiρn
))
=
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
+
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
(F.13)
Allgemeine Energieerhaltung eines Gemisches entspricht Gl. D.11
0 =
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(unρn)
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wjwj
ρn
2
))
+wj
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
))
+
∂wj
∂t
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(unρnwi)
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
( ρn
2
wjwj
[
wdiffn,i + wi
]))
+wj
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wiwdiffn,jρn
))
+ wi
∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
−wj
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
− ∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
τn,ij
)
−wj
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
−
m
∑
s=1
(
kn,jρnwdiffn,j
)
+
m
∑
s=1
(
q˙n,i
)
(F.14)
mit: ρ =
m
∑
s=1
ρn (F.15)
(F.16)
Gekoppelte Energieerhaltung eines Gemisches
ρ
∂u
∂t
+ wiρ
∂u
∂xi
=
m
∑
s=1
(
un
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
−
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
) [ ∂wj
∂t
+ wi
∂wj
∂xi
]
+
m
∑
s=1
(
wdiffn,j kn,jρn
)
+
m
∑
s=1
(
τn,ij
) ∂wj
∂xi
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
q˙n,i
))
(F.17)
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F.3. Gekoppelte Erhaltungsgleichungen
Heißgas-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (F.18)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
τij
)
+ kjρ (F.19)
Energie
ρ
Du
Dt
= τij
∂wj
∂xi
− ∂
∂xi
(q˙i) (F.20)
Stoff-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 mit ρ = ρa + ρb (F.21)
Massen
ρ
Dξa
Dt
= − ∂
∂xi
(
wdiffa,iρa
)
(F.22)
ρ
Dξb
Dt
= − ∂
∂xi
(
wdiffb,iρb
)
(F.23)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
τa,ij
)
+
∂
∂xi
(
τb,ij
)
+ ka,jρa + kb,jρb (F.24)
Energie
ρ
Du
Dt
= ua
∂
∂xi
(
wdiffa,iρa
)
+ ub
∂
∂xi
(
wdiffb,iρb
)
wdiffa,j ka,jρa + wdiffb,j kb,jρb
+
∂wj
∂xi
τa,ij +
∂wj
∂xi
τb,ij
− ∂
∂xi
(
q˙a,i
)− ∂
∂xi
(
q˙b,i
)
(F.25)
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G. Umformung der gekoppelten
Erhaltungsgleichungen
Die gekoppelten Erhaltungsgleichungen werden im Folgenden sowohl für das Ge-
misch, als auch für das einkomponentige Fluid getrennt mittels des materiellen Dif-
ferentials Gl. G.1 umgeformt.
Ds
Dt
=
∂s
∂t
+ wi
∂s
∂xi
(G.1)
G.1. Umformung der gekoppelten Erhaltungsgleichungen eines
einkomponentigen Fluids
Die gekoppelten Erhaltungsgleichungen des einkomponentigen Fluids werden im Fol-
genden mit dem materiellen Differential umgeformt.
Allgemeine Massenerhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. F.1
0 =
∂ρ
∂t
+
∂
∂xi
(wiρ)
0 =
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
(G.2)
Gekoppelte Impulserhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. F.3
∂wj
∂t
ρ+
∂wj
∂xi
wiρ =
∂
∂xi
(
τij
)
+ kjρ
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
τij
)
+ kjρ (G.3)
Gekoppelte Energieerhaltung eines einkomponentigen Fluids entspricht Gl. F.5
ρ
∂u
∂t
+ wiρ
∂u
∂xi
= τij
∂wj
∂xi
− ∂
∂xi
(q˙i)
ρ
Du
Dt
= τij
∂wj
∂xi
− ∂
∂xi
(q˙i) (G.4)
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G.2. Umformung der gekoppelten Erhaltungsgleichungen eines
Gemisches
Die gekoppelten Erhaltungsgleichungen werden im Folgenden mit dem materiellen
Differential umgeformt.
Allgemeine Massenerhaltung eines Gemisches entspricht Gl. F.7
∂
∂t
(ρ) +
∂
∂xi
(wiρ) = −
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= −
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
(G.5)
Gekoppelte Massenerhaltung einer Komponente eines Gemisches entspricht Gl. F.9
0 = −ξn
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
+
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
+ρ
∂
∂t
(ξn) + wiρ
∂
∂xi
(ξn) (G.6)
ρ
Dξn
Dt
= ξn
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
− ∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
)
∀n ∈ [1; m− 1]
(G.7)
Gekoppelte Impulserhaltung eines Gemisches entspricht Gl. F.13
ρ
∂wj
∂t
+ wiρ
∂wj
∂xi
= −
m
∑
s=1
(
∂
∂t
(
wdiffn,jρn
))
− ∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
−wi
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,jρn
))
− ∂wi
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
+
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
ρ
Dwj
Dt
= −
m
∑
s=1
(
D
Dt
(
wdiffn,jρn
))
− ∂wi
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
− ∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
+
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
+
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
(G.8)
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Gekoppelte Energieerhaltung eines Gemisches entspricht Gl. F.17
ρ
∂u
∂t
+ wiρ
∂u
∂xi
=
m
∑
s=1
(
un
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
−
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
) [ ∂wj
∂t
+ wi
∂wj
∂xi
]
+
m
∑
s=1
(
wdiffn,j kn,jρn
)
+
∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
τn,ij
)
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
q˙n,i
))
ρ
Du
Dt
=
m
∑
s=1
(
un
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
−Dwj
Dt
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
+
m
∑
s=1
(
wdiffn,j kn,jρn
)
+
∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
τn,ij
)
−
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
q˙n,i
))
(G.9)
G.3. Erhaltungsgleichung der Diﬀusionsmassenströme
Damit die massengemittelte Geschwindigkeit des Gemisches die Diffusionsgeschwin-
digkeiten beinhaltet, muss die Erhaltungsgleichung der Diffusisonsmassenströme
Gl. E.4 erfüllt sein, wodurch sich die nachfolgend aufgelisteten Terme aus den
Erhaltungsgleichungen herauskürzen lassen.
0 =
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
⇒ 0 = −
m
∑
s=1
(
D
Dt
(
wdiffn,jρn
))
(G.10)
⇒ 0 = − ∂wi
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,jρn
)
(G.11)
⇒ 0 = − ∂wj
∂xi
m
∑
s=1
(
wdiffn,iρn
)
(G.12)
⇒ 0 = ξn
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
wdiffn,iρn
))
(G.13)
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G.4. Bedingungen zur Entsprechung der gekoppelten
Erhaltungsgleichungen eines Gemisches und der eines
einkomponentigen Fluids
Die in Kap. G.2 angegebenen gekoppelten Erhaltungsgleichungen des Gemisches ent-
sprechen denen des einkomponentigen Fluids Kap. G.1, wenn die folgenden Bedin-
gungen erfüllt sind.
Superponierbarkeit der Spannungen was durch Gl. G.14 ausgedrückt wird.
∂
∂xi
(
τij
)
=
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
τn,ij
))
(G.14)
Massenwichtbarkeit der Massenkräfte was durch Gl. G.15 ausgedrückt wird.
kjρ =
m
∑
s=1
(
kn,jρn
)
(G.15)
Superponierbarkeit der Wärmeströme was durch Gl. G.16 ausgedrückt wird.
∂
∂xi
(q˙i) =
m
∑
s=1
(
∂
∂xi
(
q˙n,i
))
(G.16)
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H. Materialgleichungen von Gasen
Die gekoppelten Erhaltungsgleichungen eines einkomponentigen Gases Gl. F.18 bis
Gl. F.20, sowie eines mehrkomponentigen Gases Gl. F.21 bis Gl. F.25 beinhalten vier
Größen, die Diffusionsgeschwindigkeit wdiff,n,i, die Spannung τn,ij, die innere Energie
u, sowie die Wärmeleitung q˙i, die noch nicht durch makroskopisch erfassbare Größen
beschrieben sind. Die SAM setzt jedoch nur makroskopisch beschreibbare Größen vor-
aus. Ein praktikabler Weg, die Diffusionsgeschwindigkeit, die Spannungen, die innere
Energie sowie die Wärmeleitung mit erfassbaren Größen zu beschreiben, sind postu-
lierte analytische Ansätze, die Materialgleichungen. Für die innere Energie und für
die Kopplung der in den Materialgleichungen auftretenden makroskopischen Größen,
Temperatur, Druck und Massendichte, werden dann weitere Materialgleichungen pos-
tuliert, die Zustandsgleichungen.
H.1. Bestimmung der Spannung
Die Spannungen τn,ij, welche in den Gleichungen zur Erhaltung des Impulses und der
Energie sowohl beim ein- als auch bei mehrkomponentigem Gas auftreten, sie sind
also für Heißgas- und Stoffsystem relevant, werden üblicherweise nach Gl. H.1 zerlegt
in Normalspannungen p˜δij und Schubspannung τˆij. Ebenso lässt sich die Spannung
aufteilen in jene, die von außen auf das Gas aufgeprägt wird pδij sowie in jene die im
inneren σij herrscht und durch Verzerrung hervorgerufen wird.
τij = τˆij − p˜δij
= σij − pδij (H.1)
Ein Ansatz zur Beschreibung der inneren Normal- und Schubspannungen ist das ver-
allgemeinerte Hooke’sche Gesetz Gl. H.2, welches die inneren Spannungen über Elas-
tizitätsmodule in Beziehung zu den Verzerrungsgeschwindigkeiten e˙ setzt. Es bedarf
jedoch einer weiteren Grundgleichung der nichtrelativistischen Mechanik, der Dre-
himpulserhaltung, um das Materialgesetz praktikabel zu gestalten. Durch die Drehim-
pulserhaltung, welche an dieser Stelle nur postuliert werden kann, wird der Tensor der
Spannungen und damit auch der Tensor der inneren Spannungen σij symmetrisch. Als
Folge vereinfacht sich das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz zum Hooke’schen Ge-
setz Gl. H.3 ausgedrückt durch zwei Materialtensoren, die Lamé-Tensoren.
σij = Eijkl e˙kl (H.2)
= 2ηji e˙ij + λ
∗
ji e˙kkδij (H.3)
= 2ηe˙ij + λ
∗ e˙kkδij (H.4)
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Hierin ist
σij Tensor der inneren Spannungen
Eijkl Tensor der Elastizitätsmodule
e˙ij Verzerrungsgeschwindigkeitstensor, wobei i = j : Dilatationsgeschwindig-
keit und i 6= j : Deformationsgeschwindigkeit
λ∗ji Der Lamé-Tensor für die Dilatation : Kompression
ηji Der Lamé-Tensor für die Deformation : Verzerrung
Für ein Gas mit annähernd symmetrischer Geschwindigkeitsverteilungsfunktion, das
heißt, die Kollisionen der Gasteilchen treten in allen Raumrichtungen gleich auf, wird
das makroskopische Materialverhatlen isotrop und die Lamé-Tensoren gehen über in
Lamé-Konstanten. Das Hooke’sche Gesetz wird dann zum isotropen Hooke’sche Ge-
setz Gl. H.4. Die Verzerrungsgeschwindigkeit e˙ij entspricht bei einem isotropen Mate-
rialverhalten dem arithmetischen Mittel aus der zeitlichen Änderung der Schubwinkel
∂wi/∂xj (in Gl. H.5), welche auch die Diletation, also die Volumenänderung in Norma-
lenrichtung e˙kk mit abdecken. Der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor lässt sich alge-
braisch umformen zu Gl. H.6, sodass zwei Tensoren entstehen, die jeweils unterschied-
liche Phänomene berücksichtigen. Der darin enthaltene Deviator der Schubspannun-
gen ˆ˙eij beschreibt die isochore Deformation, während der additive Tensor 1/3e˙ijδij
die gestalttreue Volumenänderung, also die Kompression beschreibt. Der Deviator der
Schubspannungen folgt dann zu Gl. H.7.
e˙ij =
1
2
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
(H.5)
= ˆ˙eij +
1
3
e˙kkδij (H.6)
⇒ ˆ˙eij = 12
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
(H.7)
Fügt man das isotrope Hooke’sche Gesetz Gl. H.4, formuliert mit Gl. H.6, in den Span-
nungstensor Gl. H.1 ein, so ergeben sich Gl. H.8 und Gl. H.10 (algebraische Umfor-
mung siehe Gl. R.10). Es zeigt sich, dass die Normalspannungen Gl. H.8 sowohl von
der Lamé-Konstanten für Dilatation, der sogenannten Volumenviskosität λ∗, als auch
von der Lamé-Konstanten für Deformation, der sogenannten dynamischen Viskosität
η abhängen. Die Schubspannungen Gl. H.10 hingegen sind nur durch die dynamische
Viskosität bedingt. Der Term [λ∗ + 2/3 η] wird Druckzähigkeit ηD genannt und ist für
viele Gase als vernachlässigbar klein vermessen worden. Wodurch die Stokes’sche Hy-
pothese λ∗ = −2/3 η als gültig angesehen werden darf. Der thermodynamische Druck
p entspricht dann den Normalspannungen p˜ des Gases Gl. H.9. Molekular kinetisch
ist dieses nur dann erfüllt, wenn die kinetische Energie der Teilchen bei einer Kollision
nur auf die drei translatorischen Freiheitsgrade wirkt. Bei den bereits angenommenen
Hartkugeln als Gasteilchen ist dieses gegeben. Für diesen Fall existiert nur eine Lamé-
Konstante, die dynamische Viskosität η. Sie kann von makroskopischen Größen, wie
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Temperatur T, thermodynamischem Druck p oder Massenanteil ξs = ρs/ρ abhängen.
Im Heißgas-System liegt allerdings nur eine Komponente vor, wodurch die Abhängig-
keit der dynamischen Viskosität vom Massenanteil entfällt.
⇒ p˜ =
[
λ∗ − η 2
3
]
∂wk
∂xk
+ p = ηD
∂wk
∂xk
+ p (H.8)
p˜ = p ∀ ηD → 0 (H.9)
⇒ τˆij = η(T, ξs, p, ...)
 ∂wi∂xj + ∂wj∂xi − 23 ∂wk∂xk δij︸ ︷︷ ︸
Dilatationsreibung
 (H.10)
In den meisten Fällen wird das räumliche Feld der Temperatur im Heißgas-System an-
ders sein als im Stoff-System. Als Folge daraus kann sich die örtliche Verteilung der
Spannungen und damit die Strömung im Heißgas-System von jener im Stoff-System
unterscheiden. Die für die SAM notwendige Vergleichbarkeit hängt also unmittelbar
mit der Abhängigkeit der dynamischen Viskosität von Temperatur und den Massen-
anteilen, gegebenenfalls auch dem Druck zusammen. Wie stark diese Abhängigkeit
ausgeprägt sein darf, um die Aussagefähigkeit der SAM nicht signifikant zu beein-
trächtigen, kann nur im Einzelfall bestimmt werden. Für repräsentative Bedingungen
wird jedoch eine Abschätzung in Kap. 4.2.5 angegeben.
Bedingungen Die Materialgleichungen für Normal- Gl. H.9 und für Schubspannung
Gl. H.10 sind gültig für Gase und Gasgemische, die sich nach dem isotropen Hoo-
ke’schen Gesetz verhalten, sofern die Drehimpulserhaltung sowie die Stokes’sche Hy-
phothese erfüllt sind.
H.2. Kopplung von innerer Energie und Temperatur
Die innere Energie u tritt in den Gleichungen zur Erhaltung der Energie sowohl bei ein-
als auch bei mehrkomponentigem Gas auf. Sie ist also für das Heißgas- und das Stoff-
system relevant. Ein Ansatz, sie in makroskopisch erfassbaren Größen zu beschreiben,
sind die kalorischen Zustandsgleichungen. Diese koppeln die thermischen Zustands-
größen, Temperatur T, Druck p und Massendichte ρ mit den kalorischen Zustands-
größen, innere Energie u und Enthalpie h. Die Enthalpie h ist die Summe aus innerer
Energie und Volumenänderungsarbeit Gl. H.11.
h = u + p v (H.11)
Der bei der SAM verwendete Ansatz zur Beschreibung der inneren Energie und der
Enthalpie beruht auf der Annahme, dass sich die Komponenten des Gesmisches je-
weils so verhalten, als wären sie ein einkomponentiges Gas ohne die Anwesenheit
der anderen Komponenten. Die kalorischen Zustandsgrößen lassen sich dann für je-
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de Komponente definieren. Für jede Komponente s sei die innere Energie us über die
spezifische isochore Wärmekapazität cv,s(T, ρs) der Temperatur proportional. Die Ent-
halpie jeder Komponente sei über die spezifische isobare Wärmekapazität cp,s(T, ps)
der Temperatur proportional. Ein Gas dessen innere Energie und Enthalpie somit nach
Gl. H.12 und Gl. H.13 beschrieben werden kann, wird im Folgenden kalorisch ideal
genannt, wenn die spezifischen Wärmekapazitäten von der Temperatur unabhängig
sind. Für das Gemisch wird angenommen, dass sich die kalorischen Zustandsgrößen
mit den Massenanteilen gemäß Gl. H.16, Gl. H.15, Gl. H.18 und Gl. H.19 gewichtet
superponieren lassen zu Gl. H.14 und Gl. H.17. Die Aufteilung der inneren Energie so-
wie der Enthalpie auf die Komponenten soll daher nur von den Massen der jeweiligen
Teilchen und nicht von deren Größe abhängen. Die Van der Waals Durchmesser der
Teilchen aller Komponenten im Stoff-System müssen also annähernd gleich sein.
us(T, ρs) = u
re f
s +
∫ T
Tre f
cre fv,s (T, ρs)dT
≡ cv,s(ρs)T ∀ cre fv,s 6= cre fv,s (T) (H.12)
hs(T, ps) = h
re f
s +
∫ T
Tre f
cre fp,s (T, ps)dT
≡ cp,s(ρs)T ∀ cre fp,s 6= cre fp,s (T) (H.13)
u(T, ρs, ξs) = cv(ρs, ξs)T (H.14)
u(T, ρs, ξs) =
m
∑
s=1
(usξs) (H.15)
cv(ρs, ξs) =
m
∑
s=1
(cv,s(ρs)ξs)
(H.16)
h(T, ps, ξs) = cp(ps, ξs)T (H.17)
h(T, ps, ξs) =
m
∑
s=1
(hsξs) (H.18)
cp(ps, ξs) =
m
∑
s=1
(
cp,s(ps)ξs
)
(H.19)
Der Vollständigkeit halber wird an dieser Stelle der Isentropenexponent κ nach
Gl. H.20 eingeführt. Er ist das Verhältnis von innerer Enthalpie und Energie und somit
auch der isobaren und isochoren Wärmekapazitäten. Dieser Zusammenhang wird in
Kap. 4.1.5 verwendet. Weiterhin lässt sich der Isentropenexponent auch für kalorisch
ideales Gas ausdrücken durch die Freiheitsgrade FG der Teilchen des Gases. Dieser
Ausdruck wird in Kap. 4.2.5 benötigt.
κ =
dh
du
=
cp(T, p)
cv(T, ρ)
=
FG + 2
FG
(H.20)
Bedingungen Die kalorische Zustandsgleichung des Gasgemisches Gl. H.14 ist gül-
tig, sofern alle Komponenten des Gases als kalorisch ideales Gas angesehen werden
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können. Weiterhin müssen zur Bestimmung der spezifischen Wärmekapazität des Ge-
misches mittels Wichtung der Massenanteile die Van der Waals Durchmesser aller Teil-
chen hinreichend ähnlich sein.
H.3. Kopplung von Druck, Massendichte und Temperatur
Durch die Beschreibung der inneren Energie mittels spezifischer Wärmekapazität und
Temperatur tritt neben dem thermodynamischen Druck p und der Massendichte ρ
auch die Zustandsgröße Temperatur T in der gekoppelten Erhaltungsgleichung der
Energie auf. Diese Zustandsgrößen lassen sich als thermische Zustandsgrößen über ei-
ne Zustandsgleichung koppeln und somit die Anzahl der Variablen reduzieren. Dazu
wird angenommen, dass sich die Komponenten eines Gemisches jeweils so verhal-
ten, als wären sie ein einkomponentiges Gas ohne die Anwesenheit der anderen Kom-
ponenten. Dieses wird sowohl für das Heißgas-System bestehend aus verschiedenen
Molekülen der Luft, als auch für das Stoff-System bestehend aus Luft und Naphthalin-
Dampf postuliert. Jede Komponente besitzt dann die partiellen Zustandsgrößen Ts, ps
und ρs. Ein Ansatz, diese paritellen Zustandsgrößen zu koppeln, ist die Proportiona-
lität von Druck und dem Produkt aus Massendichte und Temperatur gemäß Gl. H.21.
Der Koeffizient Rs = nsR˜ ist die spezifische Gaskonstante und über die Teilchendich-
te ns der Spezies immanent. Der Koeffizient R˜ ist die universelle Gaskonstante und
beschreibt die Energie pro Temperatur von einem mol1 an Teilchen. Ein Gas, dessen
thermische Zustandsgrößen derart beschrieben werden können, wird im Folgenden
thermisch ideal gennant. Da sich jede Komponente unabhängig von den anderen nach
der jeweiligen thermischen Zustandsgleichung verhalten soll, lässt sich der Druck p
des Gasgemisches aus der Linearkombination der partiellen Drücke der Komponen-
ten ps gemäß dem Gesetz von Dalton Gl. H.22 berechnen. Als Folge kann auch für ein
Gemisch aus thermisch idealen Gasen eine thermische Zustandsgleichung angegeben
werden zu Gl. H.23, wobei die Massendichte und die spezifische Gaskonstante von den
Massenanteilen der Komponenten ξs nach Gl. H.24 abhängig sein können. Diese ther-
mische Zustandsgleichung beeinflusst ebenfalls die Vergleichbarkeit von Heißgas- und
Stoff-System, da im letztgenannten Fall der partielle Druck des Naphthalin-Dampfes
teilweise durch einen empirischen Ansatz postuliert werden muss. Dahingegen bleibt
11 mol ≈ 6, 022 · 1023
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der Druck im Heißgas-System eine unbeeinflusste Variable.
ps = ρsTRs = nsTR˜ (H.21)
p =
m
∑
s=1
ps (H.22)
p =
m
∑
s=1
ps =
m
∑
s=1
(ρsRs) T = ρ(ξs)R(ξs)T
∀ R(ξs) = 1M
m
∑
s
Rs Ms =
m
∑
s
Rsξs (H.23)
ξs =
ms Ns
m
∑
s=1
(ms Ns)
=
ρs
ρ
(H.24)
Bedingungen Die thermische Zustandsgleichung des Gasgemisches Gl. H.23 ist gül-
tig, sofern alle Komponenten des Gases als thermisch ideales Gas angesehen werden
können. Weiterhin muss der Druck des Gemisches der Summe der Partialdrücke der
Komponenten entsprechen.
H.4. Bestimmung der Wärmeleitung
Die Wärmeleitung q˙i tritt ebenso wie die innere Energie in den Gleichungen zur Er-
haltung der Energie sowohl bei ein- als auch bei mehrkomponentigem Gas auf. Sie
ist daher für Heißgas- und Stoff-System relevant und bedarf noch einer Beschreibung
in makroskopisch erfassbaren Größen. Ein Ansatz hierfür ist die Fourier’sche Wär-
meleitung Gl. H.25. Dieser lineare Ansatz setzt die Wärmestromflächendichte q˙i über
die Wärmeleitfähigkeit λji dem Temperaturgradienten ∂T/∂xi proportional. Aus der
verwendeten Kinetischen Gastheorie folgt, dass die Wärmeleitfähigkeit von der teil-
chenrelativen Geschwindigkeit, also der thermischen Geschwindigkeit, bedingt wird.
Dieses äußert sich makroskopisch durch die mögliche Abhängigkeit der Wärmeleitfä-
higkeit von den Zustandsgrößen Temperatur T, Druck p und Massenanteil ξs. Für ein
Gas mit annähernd symmetrischer Verteilungsfunktion der thermischen Geschwindig-
keit wird das Materialverhalten isotrop und der Wärmeleitfähigkeitstensor wird zur
skalaren Funktion λ. Bei der SAM wird die Isotropie als gegeben angenommen. Die
Wärmestromflächendichte folgt dann zu Gl. H.26.
q˙i = −λji(T, p, ξs, ...) ∂T∂xi (H.25)
q˙i = −λ(T, p, ξs, ...) ∂T∂xi (H.26)
Bedingungen Die Wärmeleitung muss nach dem Fourier’schen Ansatz mit isotroper
Wärmeleitfähigkeit erfolgen. Die Wärmeleitfähigkeit kann jedoch von Temperatur T,
Druck p oder Massenanteil ξs abhängen.
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H.5. Bestimmung der Diﬀusionsgeschwindigkeit
Die Diffusionsgeschwindigkeit wdiff,n,i der Komponente n in Richtung i tritt nur in den
Erhaltungsgleichungen des Stoff-Systems auf und bedarf noch der Formulierung in
makroskopisch erfassbaren Größen. Den Ansatz hierfür liefert [38] mit Gl. H.27. Diese
Gleichung leitet sich aus der Lösung der BTGl, Gl. B.1 ab, wobei für die Geschwindig-
keitsverteilungsfunktion fn(ζ, r, t) der Störansatz
fn(ζ, r, t) = fn(ζ, r, t)[0] + e · fn(ζ, r, t)[1] + e2 · fn(ζ, r, t)[2] + ...
verwendet und durch
fn(ζ, r, t)[1]
!
= fn(ζ, r, t)[0] ·Φ(ζ, r, t)
bis zum Grade [1] approximiert wird2. Die Verteilungsfunktion unterscheidet sich
durch die Störfunktion Φ(ζ, r, t) von der Gleichgewichtsverteilung fn(ζ, r, t)[0]. Die
Störfunktion ist der Grund für die Ausdrücke ln(p) und ln(T) in den Termen B
und D von Gl. H.27, welche mit dimensionsbehafteten Größen formal nicht lösbar
sind. Erst durch die lineare Abbildung der Gradienten dieser Größen, wie sie in
Kap. 4.2.5 zur Abschätzung der Terme erfolgt, lässt sich dieser Ausdruck quanti-
tativ bestimmen. Es handelt sich daher um die numerische Lösung der BTGl für
das Nicht-Gleichgewicht 1. Ordnung. Die zwei Komponenten des Gasgemisches
des Stoff-Systems seien der Allgemeingültigkeit wegen im Folgenden durch a und
b gekennzeichnet3. Die Diffusion wird dabei getrieben durch vier Mechanismen:
Konzentrationsunterschiede (Term A), Druckunterschiede (Term B), äußere Feldkräfte
(Term C) und Temperaturunterschiede (Term D).
j∗n,i = ρnwdiff,n,i =
=
ρn
ρ
 n
2
nn

m
∑
s=1
msDns,i
∂
∂xi
(nn
n
)
︸ ︷︷ ︸
A
+
m
∑
s=1
msDns,i
∂ln(p)
∂xi
[
nn
n
− ρn
ρ
]
︸ ︷︷ ︸
B
+
ρn
pρ
[
ρki −
m
∑
s=1
nsmsks,i
]
︸ ︷︷ ︸
C
− DTn,i ∂ln(T)∂xi︸ ︷︷ ︸
D
 (H.27)
2Dieses Vorgehen wird auch als Enskog-Entwicklung bezeichnet.
3Die Zuordnung a, b zu Luft und Naphthalin-Dampf ist hier zunächst nicht relevant.
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Die Bedeutung der Größen in Gl. H.27 sind
j∗n,i Diffusionsstromdichte der Komponente n
Dab,i Diffusionskoeffizient der Komponente a in Komponente b
DTb,i Thermodiffusionskoeffizient der Komponente b
n Teilchendichte
ρ Massendichte
p thermodynamischer Druck
a spezifisch der Komponente a
i Richtung
Die Diffusion durch Temperaturunterschiede (Term D), im Allgemeinen als Thermo-
diffusion bezeichnet, ist vernachlässigbar, wenn die Temperaturgradienten gegen Null
gehen, also ein isothermes Feld vorliegt, oder der Thermodiffusionskoeffizient4 DTn
hinreichend klein ist, um die Wirkung größerer Temperaturgradienten aufzuheben.
Dieses sei an dieser Stelle postuliert. Ferner zeigt [38] (S.1193), dass die Summe der
Thermodiffusionskoeffizienten beider Komponenten eines binären Gases gegen Null
geht. Somit beeinflusst die Thermodiffusion den Energietransport im binären Gemisch
nicht, da in der Energiegleichung Gl. F.25 der Term mit den Diffusionsgeschwindigkei-
ten wdiffn,i über beide Komponenten summiert wird. Für die Energieerhaltung ist das
Postulat daher uneingeschränkt gültig. Für die Massenerhaltung der Komponenten
Gl. F.22 gilt dieses nicht. Eine Abschätzung der Thermodiffusion kann in dieser Ar-
beit nicht angegeben werden. Für die SAM muss daher sichergestellt sein, dass das
Stoff-System hinreichend kleine Temperaturgradienten aufweist, idealerweise ist es
isotherm. Die Diffusion durch äußere Feldkräfte (Term C) geht gegen Null, wenn die
Druckkräfte wesentlich größer sind als die Feldkräfte p >> kj oder die zuletzt genann-
ten auf alle Komponenten gleich wirken. Da die bei der SAM auftretenden Feldkräfte
durchaus größer sein können als die Druckkräfte, müssen die Massenkräfte kompo-
nentenunabhängig sein, wodurch Gl. H.28 erfüllt wird.
ks,i = ki (H.28)
Bei der SAM ist dieses gegeben, da alle speziesabhängigen Feldkräfte, wie beispiels-
weise elektromagnetische Felder vernachlässigt werden können. Die Diffusion durch
Druckunterschiede (Term B), im Allgemeinen als Druckdiffusion bezeichnet, enthält
denselben Koeffizienten Dnn wie die Diffusion aufgrund von Konzentrationsunter-
schieden (Term A), welche im Folgenden als molare Diffusion bezeichnet wird. Daher
kann die Druckdiffusion nur gegenüber der molaren Diffusion vernachlässigt werden,
wenn entweder der Druckgradient ausreichend klein oder die Teilchenkonzentration
nn/n gleich der Massendichtekonzentration ρn/ρ ist. Letzteres ist gegeben, wenn die
Teilchenmassen der Gaskomponenten gleich sind (Gl. H.29). Die bei dem Stoff-System
der SAM auftretenden Massen der Luft-Teilchen und der Naphthalin-Dampf-Teilchen
4Die hier verwendete Definition des Thermodiffusionskoeffizienten DTn entspricht nicht der üblichen Form,
wie z.B. beim Soret-Koeffizienten. In dieser Arbeit wird für den üblichen Thermodiffusionskoeffizienten
die Kennzeichnung DThermodiffusion verwendet. Zu beachten ist, dass sich die Dimensionen der Koeffizienten
unterscheiden: [DTn ] =
{
M T R−1
}
, [DThermodiffusion] =
{
T−1
}
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sind jedoch nicht identisch. Eine Abschätzung, welchen Einfluss die Druckdiffusion
bei diesen unterschiedlichen Teilchenmassen auf die Diffusionsgeschwindigkeit hat,
wird in Kap. 4.2.5 diskutiert. Um den Einfluss der Druckdiffusion ausschließen zu
können, muss das Stoff-System isobar sein. Für die mit der SAM üblicherweise be-
trachteten Strömungssysteme, insbesondere solche mit Systemrotation, ist diese nicht
gegeben, wodurch eine erhöhte Unsicherheit der Methode in Kauf genommen werden
muss.
na
n
=
na
na + nb
=
na
na + nb
mb
ma
=
nam
nam + nbm
=
ρa
ρa + ρb
=
ρa
ρ
= ξa ∀ma = mb = m (H.29)
Mit den getroffenen Postulaten vereinfacht sich der Ansatz zur Beschreibung der Dif-
fusionsstromdichte j∗a,i zum ersten Fick’schen Gesetz Gl. H.31 für binäre Gemische.
Hierbei steht j∗a,i für die Teilchenstromdichte von Komponente a in sich selbst und in
Komponente b. Die Diffusion einer Komponente lässt sich dabei unterteilen in jene,
die durch die Anwesenheit der eigenen Teilchen gehemmt wird, benannt als Selbst-
widerstand (Term E), und in jene, die durch die Teilchen der anderen Komponente
gemindert wird, bezeichnet als Fremdwiderstand (Term F). Diese Widerstände und
damit auch die molaren Diffusionskoeffizienten sind durch Größe sowie Masse der je-
weiligen Teilchen und durch die Verteilung von deren thermischer Geschwindigkeit
bedingt. Makroskopisch äußert sich dieses in der Abhängigkeit der Koeffizienten von
Massendichte, -anteil und Temperatur, wodurch Gl. H.30 folgt.
Dnn,i = Dnn,i(T, ξn, ρ) (H.30)
Bei Annahme von gleichen Teilchenmassen ma = mb vereinfacht sich das Fick’sche
Gesetz zu Gl. H.32.
j∗a,i =
ρa
ρ
n2
na
maDaa,i︸ ︷︷ ︸
E
+mbDab,i︸ ︷︷ ︸
F
 ∂
∂xi
(na
n
)
(H.31)
= ρ
[
Daa,i + Dab,i
] ∂ξa
∂xi
≡ ρ [Daa,i + Dab,i] ∂na∂xi ∀ ma = mb (H.32)
j∗b,i = ρ
[
Dbb,i + Dba,i
] ∂ξb
∂xi
≡ ρ [Dbb,i + Dba,i] ∂nb∂xi ∀ ma = mb
Hierin ist
j∗a,i Diffusionsstromdichte der Komponente a
Daa,i Diffusionskoeffizient der Komponente a in Komponente a
Dab,i Diffusionskoeffizient der Komponente a in Komponente b
ξa =
ρa
ρ Massenanteil der Komponente a
xa = nan Molanteil der Komponente a
Die Diffusionskoeffizienten sind dann nicht mehr Funktionen der Massenanteile, son-
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dern nur noch der Molanteile xs (siehe Gl. H.33). Bei binären Gemischen, wie dem
Stoff-System sind die Stoffanteile bereits durch einen Molanteil nach Gl. H.34 fest de-
terminiert, wodurch die Diffusion nur von einem Molanteil abhängt.
xs =
ns
n
=
Ns
N
⇒
m
∑
s=1
xs = 1 (H.33)
xb = 1− xa : binär (H.34)
Die getrennte experimentelle Bestimmung der Koeffzienten von Selbst- und Fremd-
diffusion ist allerdings nahezu unmöglich. Daher wird durch Gl. H.35 ein Koeffizient
Daab,i definiert, der die effektive5 Diffusion der Komponente a beschreibt, sowie
ein Koeffizient Dbba,i, der die effektive Diffusion der Komponente b determiniert
(Gl. H.36). Deren Abhängigkeiten von Temperatur, Molanteil und weiteren Größen,
wie die tatsächlichen Van der Waals Durchmesser und Teilchenmassen, bilden dann
den Einfluss von Selbst- und Fremddiffusion ab.
j∗ab,i = ρDaab,i(T, xa, ...)
∂ξa
∂xi
≡ ρDaab,i(T, xa, ...) ddxi
(na
n
)
∀ ma = mb
(H.35)
j∗ba,i = ρDbba,i(T, xa, ...)
∂ξb
∂xi
≡ ρDbba,i(T, xa, ...) ddxi
(nb
n
)
∀ ma = mb
(H.36)
Hierin bedeutet
j∗ab,i Diffusionsstromdichte der Komponente a in Komponente b
j∗ba,i Diffusionsstromdichte der Komponente b in Komponente a
Daab,i Effektiver Diffusionskoeffizient der Komponente a in Komponente b
Dbba,i Effektiver Diffusionskoeffizient der Komponente b in Komponente a
Die Erhaltungsgleichung der Diffusionsmassenströme Gl. E.4 bedingt für ein binäres
Gemisch die äquimolare Diffusion Gl. H.37. Bei der SAM wird weiterhin angenom-
men, dass diese nur eindimensional in Richtung xw erfolgt, wodurch sich deren
Gleichung auf die, der eindimensionalen äquimolaren Diffusion Gl. H.38 vereinfacht.
Es wird somit postuliert, dass Naphthalin-Dampf und Luft so in entgegengesetzte
Richtung mit einem jeweiligen Teilchenstrom diffundieren, dass die Massendichte
des Gemisches konstant bleibt. Beim Stofftransport senkrecht zu einer stoffdichten
Wand kann diese Bedingung nicht vollständig erfüllt werden, allerdings laut [95]
5Der hier verwendete Begriff effektive Diffusion ist nicht zu verwechseln mit jenem, der bei der Beschreibung
von Diffusion durch poröse Medien verwendet wird.
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annähernd, wenn sehr kleine Molanteile vorliegen.
∑
i
j∗ab,i = −∑
i
j∗ba,i : binär (H.37)
j∗ab,xw = −j∗ba,xw ∀ j∗ ∈ R1 : binär und eindimensional (H.38)
⇒ dxa
dxw
=
d
dxw
(1− xb) = − dxbdxw (H.39)
Weiterhin lässt sich aus dem trivialen Zusammenhang der Teilchenanzahl des binären
Gemisches Gl. H.40, dem Gesetz von Dalton Gl. H.22 und der Annahme von thermisch
idealen Gaskomponenten Gl. H.21 leicht erkennen, dass die Teilchendichte des Gemi-
sches gleich der Summe der Teilchendichten der Komponenten Gl. H.41 ist.
N = Na + Nb (H.40)
p = nTR˜ ≡ pa + pb = naTR˜ + nbTR˜ ∀ n = NV ∧ ns =
Ns
V
⇒ n = na + nb (H.41)
Damit kann die Gleichung der eindimensionalen, äquimolaren Diffusion ausgedrückt
werden durch Gl. H.42. Für ein binäres Gemisch folgt nach Gl. H.34, dass sich die
Molanteilgradienten vom Betrag gleichen (Gl. H.39).
j∗ab,xw = −ρDaab,xw (T, xa, ...)
dxa
dxw
= ρDbba,xw (T, xa, ...)
dxb
dxw
= −j∗ba,xw (H.42)
⇒ Daab,xw (T, xa, ...) = Dbba,xw (T, xa, ...) = Dxw (T, xa, ...) (H.43)
Daraus ergibt sich unmittelbar, dass auch die effektiven Diffusionskoeffizienten gleich
sind Gl. H.43 und durch einen gemeinsamen Diffusionskoeffizienten Di ausgedrückt
werden können. Somit ist das diffusive Verhalten von Teilchen beider Komponen-
ten am gleichen Ort identisch und lässt sich über die Gleichung der eindimensiona-
len äquimolaren Diffusion der gleichschweren Komponenten eines binären Gemisches
Gl. H.44 beschreiben.
j∗ab,xw = −ρDxw (T, xa, ...)
dxa
dxw
= ρDxw (T, xa, ...)
dxb
dxw
= −j∗ba,xw (H.44)
Bedingungen Die Stoffleitung erfolgt nach dem Fick’schen Ansatz als eindimensiona-
le äquimolare Diffusion. Hierzu müssen die Teilchen der Komponenten gleiche Mas-
sen besitzen, um die Druckdiffusion ausschließen zu können oder es muss ein isobares
Feld vorliegen. Weiterhin wirken auf alle Komponenten die gleichen Feldkräfte, um
die Wirkung der Feldkraftdiffusion ausschließen zu können. Ebenso muss das Strö-
mungssystem entweder isotherm sein oder Thermodiffusionskoeffizienten aufweisen,
die hinreichend klein sind, um die Thermodiffusion vernachlässigen zu können.
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I. Spezielle gekoppelte Erhaltungsgleichungen
Die speziellen gekoppelten Erhaltungsgleichungen werden durch das Einsetzen der
Materialgleichungen (siehe Anh. H) in die gekoppelten Erhaltungsgleichungen des
einkomponentigen Fluids Gl. F.18 bis Gl. F.20 und des Gesmisches Gl. F.21 bis Gl. F.25
gewonnen. Die verwendeten algebraischen Behandlungen der Tensoren finden sich
in Anh. R. Die speziellen gekoppelten Erhaltungsgleichungen beinhalten nur noch
makroskopisch beschreibbare Variablen. Hierin ist xw eine der drei Richtungen xi. Wei-
terhin wurde für die Temperatur der Komponenten Ta und Tb noch keine Gleichheit
angenommen. Daher ist die thermodynamische Temperatur T, wie sie im restlichen
Teil der Gleichungen auftritt, eine in geeigneter Weise gemittelte Temperatur.
Die Erhaltungsgleichungen der Masse sowohl des einkomponentigen Fluids Gl. I.1
als auch des Gemisches Gl. I.4 werden in der Kontinuumstheorie als Kontinuitätsglei-
chungen bezeichnet. In Verbindung mit den gekoppelten Impulserhaltungsgleichun-
gen (Gl. I.2 beziehungsweise Gl. I.6) bilden sie die nach Navier und Stokes benannten
Bewegungsgleichungen, die Navier-Stokes-Gleichungen (NSGl). Das Strömungsver-
halten eines Gases bei annähernd Normbedingungen1 lässt sich durch die NSGl hin-
reichend genau beschreiben. Daher wird für die diesbezüglich getroffenen Annahmen
keine Abschätzung der Richtigkeit durchgeführt. Die Massenerhaltungsgleichung der
Komponenten Gl. I.5 ist als zweites Fick’sches Gesetz bekannt. Auch dieses ist zumin-
dest für isobar isotherme Gassysteme als zutreffend anzusehen. Die gekoppelte Erhal-
tungsgleichung der Energie des einkomponentigen Fluids Gl. I.3 sowie des Gemisches
Gl. I.7 repräsentieren den ersten Hauptsatz der Thermodynamik, im erstgenannten
Fall für ein geschlossenes System und im letztgenannten Fall für ein offenes System2.
Diese Gleichungen unterscheiden sich in ihrerem Aufbau durch den Term des mola-
ren Transports von innerer Engergie3, welcher nur im Stoff-System vorkommt (siehe
Gl. I.7). Die generelle Gültigkeit der hier verwendeten Erhaltungsgleichungen der in-
neren Energie für das jeweilige System ist sicherlich gegeben und wird daher nicht
weiter untersucht. Allerdings beruht die SAM auf dem Vergleich von Heißgas- und
Stoff-System, deren innere Energie sich nach den Gleichungen unterschiedlich verhält.
Welche Bedingungen vorliegen müssen, damit der Vergleich der Systeme trotzdem
gerechtfertigt ist, lässt sich nur im Einzelfall abschätzen, wenn der Einfluss der in-
neren Energie auf den Stofftransport bekannt ist. Im Rahmen dieser Arbeit ist dieses
nicht möglich. Bis auf die verschiedenen Energieerhaltungsgleichungen unterscheiden
sich die Gleichungen des Heißgas-Systems nur von denen des Stoff-Systems durch die
dort zusätzlich vorliegenden Massenerhaltungsgleichungen der Komponenten und
den Abhängigkeiten der Koeffizienten der Materialgleichungen. Beim Stoff-System
1Mittlere freie Weglänge der Teilchen entspricht etwa 10 Teilchendurchmesser.
2Vergleiche [96], Gl.(3.75) wobei dort die Massenkräfte noch komponentenspezifisch sind.
3In [96] wird dieser Term durch einen molaren Enthalpiestrom dargestellt.
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können diese Koeffizienten noch vom Massenanteil abhängig sein.
Heißgas-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (I.1)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
η(T, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
])
− ∂p
∂xj
+ kjρ (I.2)
Energie
ρ
D
Dt
(cv(ρ)T) = η(T, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
∂wj
∂xi
−p ∂wi
∂xi
+
∂
∂xi
(
λ(T, p, ...)
∂T
∂xi
)
(I.3)
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Stoff-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 mit ρ = ρa + ρb (I.4)
Massen
ρ
Dξa
Dt
=
∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξa, ...)
dξa
dxw
)
= − ∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξb, ...)
dξb
dxw
)
(I.5)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(
η(T, p, ξa, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
])
− ∂p
∂xj
+ kjρ (I.6)
Energie
ρ
D
Dt
(cv(ρ, ξa)T) =
[
cv,aTa − cv,bTb
] ∂
∂xi
(
ρDxw (T, ξa, ...)
dξa
dxw
)
︸ ︷︷ ︸
molarer Transport
+η(T, p, ξa, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
∂wj
∂xi
−p ∂wi
∂xi
+
∂
∂xi
(
λ(T, p, ξa, ...)
∂T
∂xi
)
(I.7)
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J. Vereinfachungen des Heißgas-Systems
Zwei Terme der Energieerhaltungsgleichung des Heißgas-Systems Gl. I.3 müssen aus
dieser gekürzt oder als vernachlässigbar klein angesehen werden, damit sie die Form
Gl. 4.22 annimmt. Ein zu vernachlässigender Term ist die Änderung der Volumenän-
derungsarbeit Gl. J.1. Dieser verschwindet nur, wenn das Geschwindigkeitsfeld diver-
genzfrei ist Gl. J.2, was bei der SAM als gegeben angenommen wird.
−p ∂wi
∂xi
!
= 0 (J.1)
⇒ ∂wi
∂xi
!
= 0 (J.2)
Die Divergenzfreiheit bedingt, dass die Änderung der Massendichte in der Massener-
haltungsgleichung Gl. I.1 verschwindet. Das Fluid muss daher die Inkompressibilität
Gl. J.3 erfüllen.
Dρ
Dt
!
= 0 (J.3)
Die Divergenzfreiheit wirkt sich auch auf die Impulserhaltung des Heißgas-Systems
Gl. I.2 aus. Die Impulsänderung aufgrund viskoser Kräfte vereinfacht sich zu Gl. J.4.
Die algebraischen Schritte sind in Anh. K angegeben.
∂
∂xi
(
η(T, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
])
→ ∂
∂xi
(
η(T, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
])
(J.4)
Der zweite zu vernachlässigende Term ist die Dissipationsfunktion Φ Gl. J.5, welche
die Änderung der inneren Energie aufgrund von Reibung darstellt. Eine vereinfachen-
de Annahme für das Heißgas-System ist daher, dass die Dissipation gegenüber der
Wärmeleitung vernachlässigbar klein ist (Gl. J.6).
Φ = τˆij
∂wj
∂xi
= η(T, p, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
∂wj
∂xi
= η(T, p, ...)G(x−2, w2) (J.5)
! ∂
∂xi
(
λ(T, p, ...)
∂T
∂xi
)
(J.6)
Mit den getroffenen Annahmen einer divergenz- und nahezu dissipationsfreien Strö-
mung im Heißgas-System folgen dann die Gleichungen der SAM für selbiges zu Gl. J.7
bis Gl. J.10.
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Heißgas-System
Masse
Dρ
Dt
+ ρ
∂wi
∂xi
= 0 (J.7)
∂wi
∂xi
!→ 0 (J.8)
Impuls
ρ
Dwj
Dt
=
∂
∂xi
(η(T, p, ...))
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
+η(T, p, ...)
∂2wj
∂x2i
− ∂p
∂xj
+ kjρ (J.9)
Energie
ρ
D
Dt
(cv(ρ)T) =
∂
∂xi
(
λ(T, p, ...)
∂T
∂xi
)
(J.10)
Bedingungen Die Gleichungen des Heißgas-Systems der SAM (Gl. J.7 bis Gl. J.10) sind
gültig, wenn das Fluid des Heißgas-Systems divergenzfrei und daraus folgend auch
inkompressibel ist. Weiterhin muss die Wärmeleitung wesentlich größer sein als die
Dissipation.
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K. Vereinfachungen der Stokes'schen Reibung
Reibungsimpuls
∂
∂xi
(
η(T, p, ξa, ...)
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
])
(K.1)
=
∂
∂xi
(η(T, p, ξa, ...))
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
+η(T, p, ξa, ...)
∂
∂xi
(
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
)
− ∂
∂xi
(
η(T, p, ξa, ...)
[
2
3
∂wk
∂xk
δij
])
(K.2)
Divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld entspricht Gl. J.2
∂wi
∂xi
= 0 ≡ ∂wk
∂xk
(K.3)
Reibungsimpuls bei divergenzfreiem Geschwindigkeitsfeld
=
∂
∂xi
(η(T, p, ξa, ...))
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
+ η(T, p, ξa, ...)
∂2wj
∂x2i
(K.4)
Gradientenfreies Viskositätsfeld
∂
∂xi
(η(T, p, ξa, ...)) = 0 (K.5)
Reibungsimpuls bei divergenzfreiem Geschwindigkeitsfeld mit gradientenfreiem Viskosi-
tätsfeld
= η(T, p, ξa, ...)
∂2wj
∂x2i
(K.6)
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L. Impulserhaltungsgleichung im rotierenden
Relativsystem
Für ein inertiales System (Index I) lautet die vereinfachte, gekoppelte Impulserhal-
tungsgleichung Gl. J.9 bzw. Gl. I.6 in vektorieller Schreibweise
ρ
D~w
Dt
∣∣∣∣
I
= ρ~k +∇ · τ ≡ ρ Dwi
Dt
= ρ kj +
∂τij
∂xi
(L.1)
wobei der Spannungstensor τji = τ aus formalen Gründen zunächst noch nicht
durch ein Materialgesetz ersetzt wurde. In dieser Form wird die Gleichung auch
Chauchy’sche Bewegungsgleichung genannt. Für die folgende algebraische Abhand-
lung wird die Vektornotation verwendet und eine etwas ausführlichere Beschreibung
angegeben. Die Abschnitte Kap. L.1 und Kap. L.2 finden sich mit weiterführenden
Erklärungen in [32] (Kap.2.4, S.49 bis S.58).
L.1. Beschreibung eines Vektors in einem Relativsystem
Um die Transformation der Bewegungsgleichung durchführen zu können, muss die
Transformation von Vektoren in einem mit ω bewegten Relativsystem bekannt sein.
Diese wird in diesem Abschnitt hergeleitet.
b
r

vI
R
Abbildung L.1.: Vektoren im Inertial- und Relativsystem
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relativ inertial
e1
e2e3 e1t∂ t 
e1t 
e1t∂ t 
e1t 
t ∂ t
v ∂ t
∂ e i/∂ t=×e i
t 
e1
e1
∂ e i/∂ x i 0∂ e i /∂ t 0
Abbildung L.2.: Einheitsvektoren im Inertial- und Relativsystem
Es existiere ein Vektor (siehe Abb. L.1)
~b = bi ~ei
R3⇒ ~bR3 = b1 ~e1 + b2 ~e2 + b3 ~e3 ∀ ∈N [1; 3] (L.2)
Das totale Zeitdifferential1 von Gl. L.2 lässt sich ausdrücken durch einen relativen und
einen inertialen Anteil
D~b
Dt
∣∣∣∣∣
I
= ~ei
Dbi
Dt︸ ︷︷ ︸
relativ
+ bi
D~ei
Dt︸ ︷︷ ︸
inertial
(L.3)
Mit dem totalen Zeitdifferential des Einheitsvektors (siehe Abb. L.2)
D~e
Dt
=
∂~ei
∂t
+ vi
∂~e
∂xi
mit
∂~ei
∂t
→ 0
∂~e
∂xi
= ~ω×~ei
⇒ D~ei
Dt
= ~ω×~ei
1Das totale Zeitdifferential entspricht hier dem materiellen Differential.
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und dem totalen Zeitdifferential des Vektors~b
D~b
Dt
∣∣∣∣∣
I
=
Dbi
Dt
~ei + bi [~ω×~ei]
mit
Dbi
Dt
~ei =
D~b
Dt
∣∣∣∣∣
R
bi [~ω×~ei] = ~ω×~b
folgt dann für Gl. L.3
D~b
Dt
∣∣∣∣∣
I
=
D~b
Dt
∣∣∣∣∣
R
+ ~ω×~b (L.4)
L.2. Impulserhaltung mit Größen des Relativsystems
x
r s
I
x
r
c
I
R
v
u
Abbildung L.3.: Geschwindigkeitsvektoren im Inertial- und Relativsystem
Die Gleichung Gl. L.1 lässt sich durch Größen eines Relativsystems (Index |R) aus-
drücken. Dazu kann die absoulte Geschwindigkeit im Inertialsystem (siehe Abb. L.3)
~w =
D~s
Dt
∣∣∣∣
I
durch die vektorielle Zerlegung des Raumvektors
~s =~r +~x
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ausgedrückt werden zu
~w =
D (~r +~x)
Dt
∣∣∣∣
I
D~r
Dt
∣∣∣∣
I
= ~v : Führungsbewegung
D~x
Dt
∣∣∣∣
I
= ~u + ~ω×~x : Relativbewegung
~w = ~v + ~u + ~ω×~x (L.5)
Damit folgt das totale Zeitdifferential der Geschwindigkeit im Inertialsystem
D~w
Dt
∣∣∣∣
I
=
D~v
Dt
∣∣∣∣
I
+
D~u
Dt
∣∣∣∣
I
+
D (~ω×~x)
Dt
∣∣∣∣
I
wobei
D~u
Dt
∣∣∣∣
I
=
D~u
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω× ~u
D (~ω×~x)
Dt
∣∣∣∣
I
= ~ω× D~x
Dt
∣∣∣∣
I
+
D~ω
Dt
∣∣∣∣
I
×~x
Hierbei lässt sich das Differential der Relativgeschwindigkeit gemäß Gl. L.4 aus-
drücken zu
D (~x)
Dt
∣∣∣∣
I
=
D (~x)
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω×~x
Weiterhin folgt die Trivialität für das Differential der Relativdrehung zu
D~ω
Dt
∣∣∣∣
I
=
D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω× ~ω = D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
Somit ergibt sich für das Differential der Relativbewegung
D (~ω×~x)
Dt
∣∣∣∣
I
= ~ω×
(
D~x
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω×~x
)
+
D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
×~x
und es folgt für das totale Zeitdifferential der Geschwindigkeit im Inertialsystem
D~w
Dt
∣∣∣∣
I
=
D~v
Dt
∣∣∣∣
I
+
D~u
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω× ~u + ~ω×
(
D~x
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω×~x
)
+
D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
×~x (L.6)
Aus der Kinetik lassen sich weiterhin folgende Zusammenhänge bestimmen
D~v
Dt
∣∣∣∣
I
= ~a : Führungsbeschleunigung
D~x
Dt
∣∣∣∣
R
= ~u : Relativgeschwindigkeit
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Damit ergibt sich
D~w
Dt
∣∣∣∣
I
= ~a +
D~u
Dt
∣∣∣∣
R
+ ~ω× ~u + ~ω× (~u + ~ω×~x) + D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
×~x
= ~a + 2~ω× ~u + ~ω× (~ω×~x) + D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
×~x + D~u
Dt
∣∣∣∣
R
Mit der rein algebraischen Umformung
D~ω
Dt
∣∣∣∣
R
=
D~ω
Dt
∣∣∣∣
I
=
d~ω
dt
folgt der Zusammenhang von Bewegung im Inertialsystem und Relativsystem
D~w
Dt
∣∣∣∣
I
=~a + 2~ω× ~u + ~ω× (~ω×~x) + d~ω
dt
×~x + D~u
Dt
∣∣∣∣
R
(L.7)
Setzt man die Beziehung Gl. L.7 in Gl. L.1 ein, folgt die Cauchy’sche Bewegungsglei-
chung, ausgedrückt durch die Größen des Relativsystems
ρ
D~u
Dt
∣∣∣∣
R
= ρ~k +∇ · τ − ρ
[
~a + 2~ω× ~u + ~ω× (~ω×~x) + d~ω
dt
×~x
]
(L.8)
Einige der Terme in Gl. L.8 können durch verbale Definitionen identifiziert werden
−ρ~a : Führungskraft
−ρ 2~ω× ~u : Corioliskraft
−ρ ~ω× (~ω×~x) : Zentrifugalkraft
(L.9)
Setzt man weiterhin das Materialgesetz der Spannungen Gl. H.9, Gl. H.10 in Gl. L.8 ein
und berücksichtigt das angenommene inkompressible, isoviskose Verhalten des Fluids
(Annahmen Gl. 4.24 und Gl. 4.25), so folgt die vereinfachte Bewegungsgleichung in
Größen des Relativsystems Gl. L.10.
D~u
Dt
∣∣∣∣
R
= −2~ω× ~u− ~ω× (~ω×~x) + η
ρ
∆~u− 1
ρ
∇p (L.10)
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M. Zerlegung der Impulserhaltung im Grenzfall II
Mit
~u = (u, v, w)T (M.1)
~ω = (0, 0, ω)T (M.2)
~x = (x, y, z)T (M.3)
und
D
Dt
uv
w

∣∣∣∣∣∣∣
R
= −2
 00
ω
×
uv
w
−
 00
ω
×

 00
ω
×
xy
z

+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p
= −2
0w−ωvωu− 0w
0v− 0u
−
 00
ω
×

0z−ωyωx− 0z
0y− 0x

+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p
= −2
−ωvωu
0
−
 00
ω
×
−ωyωx
0
+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p
= −2ω
−vu
0
−
 00−ω
2x
−ω2y− 00
0ωx− 0ωy
+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p
= −2ω
−vu
0
+
ω
2x
ω2y
0
+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p (M.4)
folgt
D
Dt
uv
w

∣∣∣∣∣∣∣
R
= −2
 00
ω
×
uv
w
−
 00
ω
×

 00
ω
×
xy
z

+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ
∇p
= −2ω
−vu
0
+
ω
2x
ω2y
0
+ η
ρ
∆
uv
w
− 1
ρ

∂p
∂x
∂p
∂y
∂p
∂z
 (M.5)
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beziehungsweise ausgeschrieben als ein Dreigleichungssystem
x-Richtung:
Du
Dt
∣∣∣∣
R
= +2ωv +ω2x +
η
ρ
∆u− 1
ρ
∂p
∂x
y-Richtung:
Dv
Dt
∣∣∣∣
R
= −2ωu +ω2y + η
ρ
∆v− 1
ρ
∂p
∂y
z-Richtung:
Dw
Dt
∣∣∣∣
R
=
η
ρ
∆w− 1
ρ
∂p
∂z
(M.6)
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N. Entdimensionierung der
Impulserhaltungsgleichung Grenzfall II
Die Entdimensionierung des Dreigleichungssystems des Impulses wird nachfolgend
ohne Erklärungen aufgezeigt. Jede Raumrichtung wird dabei separat betrachtet.
N.1. Substitution
Die verwendeten Substitutionen sind
x′ → x′Lchar (N.1)
y′ → y′Lchar (N.2)
z′ → z′Lchar (N.3)
u → uuchar (N.4)
v → vuchar (N.5)
w → wuchar (N.6)
x0 → x0Lchar (N.7)
y0 → y0Lchar (N.8)
p → p · ρω2L2char (N.9)
t → t · Lchar
uchar
(N.10)
Rex =
ucharρLchar
η
(N.11)
Rox =
ωLchar
uchar
(N.12)
Rox0 =
ωx0
uchar
(N.13)
Roy0 =
ωy0
uchar
(N.14)
Somit gilt auch
∂
∂x′ →
∂
∂x′
1
Lchar
(N.15)
∆x′ → ∆x′ 1
L2char
(N.16)
ω2x → ω2
[
x0 + x′
]
Lchar (N.17)
∂
∂z′ →
∂
∂z′
1
Lchar
(N.18)
∂
∂y′ →
∂
∂y′
1
Lchar
(N.19)
∆y′ → ∆y′ 1
L2char
(N.20)
ω2y → ω2
[
y0 + y′
]
Lchar (N.21)
∆z′ → ∆z′ 1
L2char
(N.22)
sowie
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Ro2xx0 =
ω2L2char
u2char
x0
Lchar
= RoxRox0 (N.23)
Ro2xy0 =
ω2L2char
u2char
y0
Lchar
= RoxRoy0 (N.24)
N.2. Entdimensionierung in x-Richtung
x-Richtung:
Du
Dt
∣∣∣∣
R
= +2ωv +ω2x +
η
ρ
∆u− 1
ρ
∂p
∂x
(N.25)
N.2.1. Substituierte Gleichung
Du
Dt
∣∣∣∣
R
= +
2ωLchar
uchar
v +
ω2L2char
u2char
[
x0 + x′
]
+
η
ρLcharuchar
∆u− ω
2L2char
u2char
∂p
∂x′
(N.26)
N.2.2. Entdimensionierte Gleichung
Du
DT
∣∣∣∣
R
= +2Roxv + Ro2xx0 + Ro
2
xx′ +
1
Rex
∆u− Ro2x
∂p
∂x
(N.27)
= +2Roxv + RoxRox0 + Ro
2
xx′ +
1
Rex
∆u− Ro2x
∂p
∂x
(N.28)
Der Drehradius in x-Richtung ergibt sich zu
x0 + x′ =
uchar
ω
[Rox0 + Rox] (N.29)
N.3. Entdimensionierung in y-Richtung
y-Richtung:
Dv
Dt
∣∣∣∣
R
= −2ωu +ω2y + η
ρ
∆v− 1
ρ
∂p
∂y
(N.30)
N.3.1. Substituierte Gleichung
Dv
Dt
∣∣∣∣
R
= −2ωLchar
uchar
u +
ω2L2char
u2char
[
y0 + y′
]
+
η
ρLcharuchar
∆v− ω
2L2char
u2char
∂p
∂y′
(N.31)
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N.3.2. Entdimensionierte Gleichung
Du
DT
∣∣∣∣
R
= −2Roxu + Ro2xy0 + Ro2xy′ +
1
Rex
∆v− Ro2x
∂p
∂y
(N.32)
= −2Roxu + RoxRoy0 + Ro2xy′ +
1
Rex
∆v− Ro2x
∂p
∂x
(N.33)
Der Drehradius in y-Richtung ergibt sich zu
y0 + y′ =
uchar
ω
[
Roy0 + Roy
]
(N.34)
N.4. Entdimensionierung in z-Richtung
z-Richtung:
Dv
Dt
∣∣∣∣
R
= +
η
ρ
∆w− 1
ρ
∂p
∂z
(N.35)
N.4.1. Substituierte Gleichung
Dz
Dt
∣∣∣∣
R
= +
η
ρLcharuchar
∆w− ω
2L2char
u2char
∂p
∂z′
(N.36)
N.4.2. Entdimensionierte Gleichung
Dw
DT
∣∣∣∣
R
= +
1
Rex
∆w− Ro2x
∂p
∂z
(N.37)
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O. Erweitertes gaskinetisches Transportmodell
Eine ausführlich kommentierte Herleitung des vereinfachten gaskinetischen Trans-
portmodells, allerdings ohne die hier eingeführte Erweiterung auf mehrere Spezies,
findet sich in [97].
O.1. Transport einer makroskopischen Variable
Es wird eine makroskopische Variable Φ angenommen, die stellvertretend für die Ge-
schwindigkeit w, die innere Energie u und den Massenanteil ξa steht. Die Größe sei,
passend zum 1/6 Modell eindimensional. Deren Änderung bei m = ∑ n Teilchenarten
ist dann durch Gl. O.1 gegeben.
Φ(y0 ± l fn ) = Φ(y0)±
dΦ
dy
· l fn ± THO (O.1)
Die Terme höherer Ordnung (THO) werden im Folgenden vernachlässigt und die rest-
lichen Größen haben folgende Bedeutung
- Φ Makroskopische Variable
- y Raumkoordinate im R1
- l fn Mittlere freie Weglänge der Teilchen der Komponente n
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Es wird nun in Gl. O.2 der Transport der Größe Φ durch zwei Teilchenarten bilanziert
über ein infinitesimal kleines Volumen Ay · dy (siehe Abb. O.1b).
dΦ
dy
· Ay = −
 n˙+1 ·m1 ·
[
Φ(y0)− dΦdy · l f1
]
︸ ︷︷ ︸
Zustand von unten durch 1 transportiert
+ n˙−1 ·m1 ·
[
Φ(y0) +
dΦ
dy
· l f1
]
︸ ︷︷ ︸
Zustand von oben durch 1 transportiert
+ n˙+2 ·m2 ·
[
Φ(y0)− dΦdy · l f2
]
︸ ︷︷ ︸
Zustand von unten durch 2 transportiert
+ n˙−2 ·m2 ·
[
Φ(y0) +
dΦ
dy
· l f2
]
︸ ︷︷ ︸
Zustand von oben durch 2 transportiert
 (O.2)
mit n˙+1 > 0 ∧ n˙−1 < 0
Hierin sind
- n˙1 Teilchenstromdichte der Komponente 1
- m1 Teilchenmasse der Komponente 1
Weiterhin wird die Größe Λ nach Gl. O.3 eingeführt, die die Wirkung der makrosko-
pischen Variablen, also die Schubspannung τˆ, die Wärmeleitung q˙ und den Stoffstrom
j∗a beschreibt. Für lineare Materialgesetze, wie sie bei der SAM angenommen werden,
ist Λ proportional dem Gradienten der makroskopischen Variable.
Λ !∼ dΦ
dy
(O.3)
Aus Gl. O.2 und Gl. O.3 folgt somit der molekularkinetisch beschriebene Zusammen-
hang von makroskopischer Wirkung Λ einer makroskopischen Variable Φ zu Gl. O.4
Λ =
[
n˙1 ·m1 · l f1 + n˙2 ·m2 · l f2
] dΦ
dy
1
Ay
(O.4)
Der molekulare Transport makroskopischer Variablen ist damit abhängig von der Teil-
chenstromdichte n˙, der Teilchenmasse m und der mittleren freien Weglänge der Teil-
chen l f .
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O.2. Mittlere freie Weglänge
Die mittlere freie Weglänge einer Teilchensorte l fn ist jene Länge, die ein Teilchen zwi-
schen zwei Kollisionen, egal ob mit Teilchen der gleichen oder einer fremden Spezies,
zurücklegt. Die Teilchen einer Sorte bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit,
der thermischen Geschwindigkeit c0n . Hierbei wird angenommen, dass die Tempera-
tur im Bewegungsbereich der Teilchen konstant ist, daher der Index 0. Die Anzahl der
Kollisionen pro Zeit, genannt Kollisionsfrequenz θs, wird für den Bewegungsbereich
ebenfalls als konstant angenommen. Somit ergibt sich die mittlere freie Weglänge einer
Teilchensorte zu Gl. O.5
l fn =
c0n
θs
(O.5)
O.3. Kollisionsfrequenz
Um die mittlere freie Weglänge und damit den Transport der makroskopischen Varia-
blen quantifizieren zu können, bedarf es der Kenntnis der Kollisionsfrequenz θs. Die-
se lässt sich beim angenommenen 1/6 Modell leicht abschätzen, da sich die Teilchen
nur eindimensional bewegen. Bei mehreren Spezies, also bei Teilchen unterschiedli-
cher Masse, Durchmesser oder beides, ermöglicht erst die Reziprozität der Kollisions-
frequenz Gl. O.6 die Abschätzung. Diese besagt, dass die Kollisionen pro Zeit der Teil-
chensorte 1 mit sich selbst und mit den Teilchen der Komponente 2, genau den Kol-
lisionen pro Zeit entsprechen, die in der Teilchensorte 2 mit sich selbst und mit den
Teilchenen der Komponente 1 auftreten.
θs = θs1 = θs2 (O.6)
θs1 =
S11 + S12
∆t
(O.7)
θs2 =
S21 + S22
∆t
(O.8)
Es ist daher ausreichend, nur die Kollisionen der Sorte 1 mit sich selbst S11 und der
anderen Sorte S12 abzuschätzen, um die Kollisionsfrequenz Gl. O.7 zu bestimmen.
Anzahl der Kollisionen von Teilchen der Sorte 1 mit Teilchen der Sorte 1 Die An-
zahl aller Teilchen, die sich in einem zylindrischen Volumen ∆V11 aufhalten, dessen
Durchmesser genau zweimal dem Teilchendurchmesser entspricht und dessen Län-
ge von einem Teilchen mit der thermischen Geschwindigkeit c01 genau in der Zeit ∆t
durchflogen wird, entspricht der Kollisionsanzahl S11 (siehe Abb. O.1a). Es gilt daher
Gl. O.9, wobei σ1 der Van der Waals Durchmesser und n1 die räumliche Dichte der
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c01 . ∆T
c01
2σ2
2σ1
σ2
σ1+σ2σ1
c02
(a) Bestimmung der Kollisionsanzahl
Ay
y0
y0+lf1
y0-lf1
lf1
y0+lf2
lf2
y0-lf2
y
n1
. -
n2
. -
n1
. +
n2
. +
(b) Bilanz der makroskopischen Variable
Abbildung O.1.: Vereinfachte Modellvorstellungen zum ETM
Teilchen der Sorte 1 ist.
s11 = ∆V11 · N1V (O.9)
∆V11 =
pi
4
(2 · σ1)2 · c01 · ∆t = pi · σ21 · c01 · ∆t (O.10)
N1
V
= n1 (O.11)
Anzahl der Kollisionen von Teilchen der Sorte 1 mit Teilchen der Sorte 2 Die An-
zahl aller Teilchen, die sich in einem zylindrischen Volumen ∆V12 aufhalten, dessen
Durchmesser genau der Summe der Teilchendurchmesser beider Spezies entspricht
und dessen Länge von einem Teilchen mit der thermischen Geschwindigkeit c01 ge-
nau in der Zeit ∆t durchflogen wird, entspricht der Kollisionsanzahl S12. Es gilt daher
Gl. O.12, wobei σ2 der Van der Waals Durchmesser und n2 die räumliche Dichte der
Teilchen der Sorte 2 ist.
s11 = ∆V12 · N2V (O.12)
∆V12 =
pi
4
(σ1 + σ2)
2 · c01 · ∆t = pi · σ21 · c01 · ∆t (O.13)
N2
V
= n2 (O.14)
Nach Einsetzen der einzelnen Ausdrücke folgt die Kollisionsfrequenz zu Gl. O.15.
Dieser Ausdruck deckt die Kollisionsfrequenz für ein einkomponentiges Gas mit ab
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Gl. O.16.
θs = c01 · pi ·
[
σ21 · n1 +
n2
4
(σ1 + σ2)
2
]
= c02 · pi ·
[
σ22 · n2 +
n1
4
(σ1 + σ2)
2
]
(O.15)
≡ c0 · pi · σ2 · n ∀ σ1 = σ2 = σ ∧ n1 = n2 = n (O.16)
Somit ergibt sich nach Gl. O.5 die mittlere freie Weglänge jeder Spezies zu Gl. O.17 und
das Verhältnis beider zu Kl f Gl. O.18
l f1 =
1
pi ·
[
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
]
l f2 =
1
pi ·
[
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
] (O.17)
Kl f =
l f1
l f2
=
c01
c02
=
S2
S1
=
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
(O.18)
O.4. Thermische Geschwindigkeit
Zur Quantifizierung der mittleren freien Weglängen und der Kollisionsfrequenz wer-
den noch die thermischen Geschwindigkeiten c0n benötigt. Dazu wird das zweite und
dritte Newton’sche Axiom verwendet. Die Summe der Änderungen der Impulsströme
I˙n aller Teilchen, die von der Fläche Ay reflektiert werden, entsprechen der Kraft, die
auf diese Fläche wirkt. Mit der Definition des Drucks nach Gl. O.19
p =
I˙n
Ay
(O.19)
folgt dann das Kraftgleichgewicht zu Gl. O.20
p · Ay = I˙+1 − I˙−1 + I˙+2 − I˙−2 (O.20)
= n˙1 [c01 ·m1]− n˙1 [−c01 ·m1] + n˙2 [c02 ·m2]− n˙2 [−c02 ·m2] (O.21)
Der Druck lässt sich mit der bereits getroffenen Annahme von thermisch idealem Gas
Gl. H.23 auch durch die Boltzmann-Konstante kB ausdrücken zu Gl. O.22, sofern an-
nähernd thermodynamisches Gleichgewicht vorherrscht, was aufgrund des kleinen
Betrachtungsbereichs als gegeben angenommen werden kann. Setzt man diese For-
mulierung in das Kraftgleichgewicht ein, folgt Gl. O.23.
p = ρRT = nkBT = [n1 + n2] kBT (O.22)
[n1 + n2] kBT = 2 · [n˙1 ·m1 · c01 + n˙2 ·m2 · c02 ]
1
Ay
(O.23)
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O.5. Teilchenstromdichte bei 1/6 Modell
Die zur Bestimmung der thermischen Geschwindigkeit notwendige Teilchenstrom-
dichte n˙n wird als Gl. O.24 angenommen. Dieser Ausdruck ist die Definition des
1/6 Modells.
n˙n
!
=
1
6
· c0n · nn · Ay (O.24)
Damit ergibt sich die Energieäquivalenzgleichung Gl. O.25, welche die makroskopisch
definierte innere Energie des Gases kBT in molekularkinetischen Größen ausdrückt.
3
2
kBT =
n˙1 ·m1 ·
c201
2 + n˙2 ·m2 ·
c202
2
n1 + n2
(O.25)
Hieraus folgen dann die thermischen Geschwindigkeiten zu Gl. O.26
c01 =
√√√√ 3kBT [n1 + n2]
n1 ·m1 + n2 ·m2 · K2l f
(O.26)
c02 =
√√√√ 3kBT [n1 + n2]
n1 ·m1 + n2 ·m2 · K2l f
· Kl f (O.27)
O.6. Transport einer makroskopischen Variable bei
zweikomponentigem Gas und 1/6 Modell im lokal
thermodynamischen Gleichgewicht
Der Zusammenhang von makroskopischer Wirkung Λ und Variable Φ nach Gl. O.3
folgt nach Einsetzten der hergeleiteten Beziehungen zu Gl. O.28.
Λ =
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
· n1 ·m1 + n2 ·m2√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2
 ·
dΦ
dy
(O.28)
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P. Anwendung des erweiterten gaskinetischen
Transportmodells
Dynamische Viskosität
η
ETM
=
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
· n1 ·m1 + n2 ·m2√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2

= η(T, m1, m2, n1, n2, σ1, σ2) = η(T, ξ1, m1, m2, σ1, σ2) (P.1)
Wärmeleitfähigkeit
λ
ETM
= η · cv
=
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
· cv · n1 ·m1 + n2 ·m2√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2

(P.2)
Diﬀusionskoeﬃzient
D ETM=
η
ρ
=
√
3kBT [n1 + n2]
3pi
√
n1 ·m1 ·
(
σ21 · n1 + n24 (σ1 + σ2)2
)2
+ n2 ·m2 ·
(
σ22 · n2 + n14 (σ1 + σ2)2
)2
(P.3)
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Q. Verwendete Werte in den teilchenkinetischen
Modellen
Nachfolgend sind alle bei den teilchenkinetischen Modellen verwendeten Werte auf-
gelistet.
Q.1. Verwendete Werte zur Validierung des ETM
Für die Validierung des ETM anhand der Viskosität von Sauerstoff, Benzol und einem
Gemisch aus beidem, werden folgende Werte verwendet:
σ1 = 343 · 10−12 m Teilchendurchmesser O2
σ2 = 692 · 10−12 m Teilchendurchmesser C6H6
m1 = 32 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse O2
m2 = 78 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse C6H6
Für das LJM werden die nachfolgenden Gleichungen Gl. Q.1, welche den Glei-
chungen 8.20-15 bis Gleichung 8.20-22 aus [38] entsprechen, sowie die angegebenen
Werte Gl. Q.2 für Sauerstoff und Benzol, ebenfalls aus [38] (Seite 1213) entnommen,
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verwendet.
η =
1+ Zη
Xη +Yη
Xη =
x21
η1
+
2 · x1 · x2
η12
+
x22
η2
Yη =
3
5
· A12 ·
[
x21
η1
M1
M2
+
2 · x1 · x2
η12
[M1 + M2]
2
4 ·M1 ·M2
η212
η1 · η2 +
x22
η2
M2
M1
]
Zη =
3
5
· A12 ·
[
x21
M1
M2
+ 2 · x1 · x2 ·
[
[M1 + M2]
2
4 ·M1 ·M2
[
η12
η1
+
η12
η2
]
− 1
]
+ x22
M2
M1
]
η12 =
5
16
·
√
pi ·m12 · kB · T
σ212 · pi ·Ω12.22
η1 =
5
16
·
√
pi ·m1 · kB · T
σ21 · pi ·Ω1.22
η2 =
5
16
·
√
pi ·m2 · kB · T
σ22 · pi ·Ω2.22
σ12 =
σ1 + σ2
2
m12 =
m1 ·m2
m1 + m2
(Q.1)
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Werte für T = 380 K
für σ1 = 343 · 10−12 m
e1 = 113 · kB ⇒ T∗1 = kB · Te1 = 3, 363 ⇒ Ω1.22 = 0, 999
für σ2 = 692 · 10−12 m
e2 = 308 · kB ⇒ T∗2 = kB · Te2 = 1, 234 ⇒ Ω2.22 = 1, 424
e12 =
√
e1 · e2 ⇒ T∗12 = kB · Te12 = 2, 037
⇒ Ω12.22 = 1, 175 ∧ Ω12.11 = 1, 075
⇒ A12 = Ω12.22Ω12.11 = 1, 093
für σ2 verringert σ2 = 562 · 10−12 m
e2 = 335 · kB ⇒ T∗2 = kB · Te2 = 1, 134 ⇒ Ω2.22 = 1, 375
e12 =
√
e1 · e2 ⇒ T∗12 = kB · Te12 = 1, 953
⇒ Ω12.22 = 1, 186 ∧ Ω12.11 = 1, 084
⇒ A12 = Ω12.22Ω12.11 = 1, 094 (Q.2)
Für die Validierung des ETM anhand der Viskosität von Wasserstoff, Argon und einem
Gemisch aus beidem, werden folgende Werte verwendet:
σ1 = 295 · 10−12 m Teilchendurchmesser H2
σ2 = 340 · 10−12 m Teilchendurchmesser Ar
m1 = 2 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse H2
m2 = 39 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse Ar
Q.2. Verwendete Werte im ETM für Naphthalin-Luft-Gemisch
Für die Quantifizierung der Viskosität, der Wärmeleitfähigkeit sowie des Diffusions-
koeffizienten mittels ETM von Luft und Naphthalin-Dampf sowie einem Gemisch aus
beidem, werden folgende Werte verwendet:
σ1 = 375 · 10−12 m Teilchendurchmesser Luft; abgeleitet aus [38]
σ2 = 880 · 10−12 m Teilchendurchmesser C10H8; abgeleitet aus [98]
m1 = 30 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse Luft
m2 = 129 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse C10H8
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Q.3. Molare Wichtung
Zur molaren Wichtung der Größe G wird die Gleichung Gl. Q.3 verwendet.
G =
1(
x1√
G1
+ x2√
G2
)2 (Q.3)
mit x1 = ξ1 ∧ x2 = ξ2 (Q.4)
Q.3.1. Molare Wichtung der Viskosität
Die molare Wichtung der Viskositäten der reinen Spezies η1 und η2 erfolgt durch
Gl. Q.3 und liefert die Gleichung Gl. Q.5.
η =
1(
x1√
η1
+ x2√η2
)2 (Q.5)
mit x1 = ξ1 ∧ x2 = ξ2 (Q.6)
Q.4. Wichtungsmodell zur Viskosität von Gemischen
Das WTM entspricht der Gleichung 11 aus [2].
η =
η1
1+
x2
x1
[
1+
√
η1
η2
[
M2
M1
]1/4]2
4√
2
√
1+ M1M2
+
η1
1+
x1
x2
[
1+
√
η2
η1
[
M1
M2
]1/4]2
4√
2
√
1+ M2M1
(Q.7)
Für die Validierung des ETM anhand der Viskosität von Wasserstoff, Argon und einem
Gemisch aus beidem bei 293 K, werden folgende Werte verwendet:
σ1 = 295 · 10−12 m Teilchendurchmesser H2
σ2 = 340 · 10−12 m Teilchendurchmesser Ar
m1 = 2 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse H2
m1 = 39 · 1, 66 · 10−27 kg Teilchenmasse Ar
Q.5. Modelle zum Diﬀusionskoeﬃzienten von binären Gemischen
Das Modell FULLER aus [46], aber auch zu finden in [99], [45], [37].
D12 =
1, 43 · 10−7 · T1,75
√
1
M1 +
1
M2
p(T)
[[
∑Vi,1
]1/3
+
[
∑Vi,2
]1/3]2 (Q.8)
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mit
[T] = K
[p] = 105 Pa
[Ms] = 10−3 kg/mol[
Vi,s
]
= 1
[D12] = m2/ s
p(T) != [n1 ·m1 · R1 + n2 ·m2 · R2] · T
M1 = 0, 030 kg/mol Molare Masse Teil-
chen Luft
M2 = 0, 129 kg/mol Molare Masse Teil-
chen C10H8
∑Vi,1 = 19, 7 Diffusionsvolumen Teil-
chen Luft
∑Vi,2 = 10 · 15, 9 + 8 · 2, 31− 2 · 20, 2 =
137, 1 Diffusionsvolumen C10H8
Das Modell MERSMANN aus [100]
D12 =
2
3
·
√
k3
pi3
√
1
2 ·m1 +
1
2 ·m2 ·
√
T3
p(T) · σ212
(Q.9)
mit
[σ12] = m
[T] = K
[p] = Pa
[mi] = kg
[D12] = m2/ s
σ12 =̂ 6, 4 · 10−10 m Mittlerer Teilchen-
durchmesser C10H8 / Luft
m1 = 30 · 1, 66 · 10−27 kg Masse Teilchen
Luft
m2 = 129 · 1, 66 · 10−27 kg Masse Teilchen
C10H8
p(T) != [n1 ·m1 · R1 + n2 ·m2 · R2] · T
Das Modell CHAPMAN aus [101]
D12 =
0, 0018583 · 10−4
ΩD,12 · p · σ212
·
√
T3
[
1
M1
+
1
M2
]
(Q.10)
mit
[σ12] = 10−10 m
[T] = K
[p] = 105 Pa
[Mi] = g/mol
[D12] = m2/ s
ΩD,12
!
= 1
σ12 =̂ 6, 4 · 10−10 m Mittlerer Teilchen-
durchmesser C10H8 / Luft
M1 = 30 g/mol Molmasse Luft
M2 = 129 g/mol Molmasse C10H8
p =̂ 105 Pa
Das Modell CHO aus [51]
D12 = 8, 17708 · 10−11 · T1,983 (Q.11)
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mit
[T] = K
[D12] = m2/ s
Das Modell ICT aus [48]
D12 = D0,ICT,293 K ·
(
T
273
)2,00
(Q.12)
mit
[T] = K
[D12] = m2/ s
D0,ICT,273 K = 5, 13 · 10−6 m2/ s aus [48]
Das Modell PRESSER aus [6]
D12 = D0,PRESSER,300 K ·
(
T
273
)1,75
(Q.13)
mit
[T] = K
[D12] = m2/ s
D0,PRESSER,273 K = 5, 185 · 10−6 m2/ s in [6] falsch zitiert aus [48]; müsste eigentlich
D0,ICT,273 K = 5, 13 · 10−6 m2/ s sein.
Das Modell CHEN aus [47]
D12 = D0,CALDWELL,303,2 K ·
(
T
303, 2
)1,81
(Q.14)
mit
[T] = K
[D12] = m2/ s
D0,CALDWELL,303,2 K = 8, 10 · 10−6 m2/ s aus [49]
Q.6. Empirische Korrelationen
Die empirischen Korrelationen enstammen alle aus [37]. Mit Ausnahme der Werte für
Luft bei hoher Temperatur, welche durch Luft* gekennzeichnet ist. Diese stammen
aus [39] und teilweise aus [40].
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Viskosität
η = A + B · T + C · T2 + D · T3 + E · T4 (Q.15)
mit [η] =
kg
m · s [T] = K
für O2 A = −0, 10257 · 10−15; B = 0, 92625 · 10−7
C = −0, 80657 · 10−10; D = 0, 05113 · 10−12
E = −0, 01295 · 10−15 (Q.16)
für C6H6 A = 0, 00177 · 10−15; B = 0, 25542 · 10−7
C = −0, 00711 · 10−10; D = 0; E = 0 (Q.17)
für Luft A = −0, 03287 · 10−5; B = 0, 77996 · 10−7
C = −0, 48801 · 10−10; D = 0; E = 0 (Q.18)
für C10H8 A = −0, 10205 · 10−15; B = 0, 24744 · 10−7
C = −0, 04743 · 10−10; D = 0; E = 0 (Q.19)
für Luft* A = 5 · 10−6; B = 5 · 10−8
C = −1, 14 · 10−11; D = 0; E = 0 (Q.20)
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Isochore speziﬁsche Wärmekapazität
cv = cp − R (Q.21)
cp = A + B · T + C · T2 + D · T3 + ET2 (Q.22)
mit
[
cp
]
=
J
kg · K [T] = K
für Luft A = 1070, 30; B = −0, 564
C = 0, 001507; D = −0, 001102 · 10−3
E = −0, 000014 · 10−3
R = 287 J/( kg · K) (Q.23)
für Naphthalin A = −349, 00; B = 5, 678
C = 0, 003584; D = −0, 00083 · 10−3
E = −0, 005007 · 10−3
R = 64 J/( kg · K) (Q.24)
für Luft*
cv = cp − R (Q.25)
cp = A + B · T + C · T2 + D · T3 + E · T4 (Q.26)
mit
[
cp
]
=
J
kg · K [T] = K
A = 1019, 8; B = −0, 1974
C = 0, 0006; D = −3, 6 · 10−7; E = 7 · 10−11
R = 287 J/( kg · K) (Q.27)
Wärmeleitfähigkeit
λ = A + B · T + C · T2 (Q.28)
mit [λ] =
W
m · K [T] = K
für Luft A = −0, 37 · 10−3; B = 0, 103 · 10−3
C = −0, 04657 · 10−6 (Q.29)
für Naphthalin A = −9, 55 · 10−3; B = 0, 053 · 10−3
C = −0, 02349 · 10−6 (Q.30)
für Luft*
A = 0, 0065; B = 7 · 10−5
C = −0, 9 · 10−8 (Q.31)
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Q.7. Freiheitsgrade von Teilchen
Die Freiheitsgrade FG von Teilchen lassen sich rein theoretisch abschätzen nach
Gl. Q.32.
FG = FGTranslation + FGRotation + FGOszillation (Q.32)
FGTranslation = 1 · Richtungen Anregung schon bei geringen Temperaturen
FGRotation = 1 · Richtungen Anregung schon bei geringen Temperaturen
FGOszillation = 2 · Bindungen Anregung erst bei hohen Temperaturen
⇒ Kugelförmiges Teilchen, z.B. einatomiges Molekül
FG = 3 (Q.33)
⇒ Stabförmiges Teilchen, z.B. zweiatomiges Molekül
FG = 3+ 2+ FGOszillation = 5+ FGOszillation ∈ [5; 7] (Q.34)
⇒ Flächiges Teilchen, z.B. mehratomiges Ringmolekül
FG = 3+ 3+ FGOszillation = 6+ FGOszillation ∈ [6; ...] (Q.35)
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R. Algebraische Behandlung von Tensoren
R.1. Algebraische Umformung Spannungstensor
τij = τˆij − p˜δij = σij − pδij (R.1)
mit den inneren Spannungen:
σij = 2ηe˙ij + λ
∗ e˙kkδij (R.2)
e˙ij =
1
2
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
]
= ˆ˙eij +
1
3
e˙kkδij (R.3)
ˆ˙eij =
1
2
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
(R.4)
⇒ e˙ij = 12
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
+
1
3
∂wk
∂xk
δij (R.5)
⇒ σij = η
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
+ η
2
3
∂wk
∂xk
δij + λ
∗ ∂wk
∂xk
δij (R.6)
und mit den Schubspannungen:
τˆij = η
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
(R.7)
folgt:
⇒ τij = τˆij − p˜δij (R.8)
= η
[
∂wi
∂xj
+
∂wj
∂xi
− 2
3
∂wk
∂xk
δij
]
+ η
2
3
∂wk
∂xk
δij + λ
∗ ∂wk
∂xk
δij − pδij (R.9)
⇒ p˜ = pδij −
[
λ∗ + η 2
3
]
∂wk
∂xk
δij (R.10)
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R.2. Kronecker Delta
δij = 0 ∀ i 6= j
= 1 ∀ i = j
∀ i, j ∈N [1; 3]
vj =
∂
∂xi
(
δij p
)
⇒ v1 = ∂∂x1
 δ11︸︷︷︸
1
p
+ ∂
∂x2
 δ12︸︷︷︸
0
p
+ ∂
∂x3
 δ13︸︷︷︸
0
p

⇒ v2 = ∂∂x1
 δ21︸︷︷︸
0
p
+ ∂
∂x2
 δ22︸︷︷︸
1
p
+ ∂
∂x3
 δ23︸︷︷︸
0
p

⇒ v3 = ∂∂x1
 δ31︸︷︷︸
0
p
+ ∂
∂x2
 δ32︸︷︷︸
0
p
+ ∂
∂x3
 δ33︸︷︷︸
1
p

⇒ ∂
∂xi
(
δij p
)
=
∂
∂xj
(p)
Analog
δij
∂wj
∂xi
=
∂wi
∂xi
(R.11)
R.3. Summenkonvention
Die Einstein’sche Summenkonvention für eine formal weniger aufwändige, vektorielle
Schreibweise von Tensoren ist definiert als
aibi
!
= ∑
i
(aibi) (R.12)
∂vi
∂xi
!
=
3
∑
i=1
(
∂vi
∂xi
)
∀ i, j ∈N [1; 3] (R.13)
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R.4. Indizierung bei Summenkonvention
τij
∂wj
∂xi
=
3
∑
i=1
(
τ1j
∂wj
∂x1
+ τ2j
∂wj
∂x2
+ τ3j
∂wj
∂x3
)
(R.14)
τji
∂wi
∂xj
=
3
∑
j=1
(
τ1i
∂wi
∂x1
+ τ2i
∂wi
∂x2
+ τ3i
∂wi
∂x3
)
(R.15)
∀ i, j ∈N [1; 3]
⇒ τij
∂wj
∂xi
= τji
∂wi
∂xj
(R.16)
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S. Herleitung des Modells der
Freistrahlkrümmung
Das Modell wird in zwei Schritten hergeleitet. Zunächst erfolgt die Bestimmung des
Verlaufs eines Stromfadens yS(x), der sich infolge der Coriolis-Wirkung krümmt. An-
schließend werden mehrere dieser gekrümmten Stromfäden zu einem Freistrahl ge-
mäß den in Kap. 5.2.3 aufgeführten Annahmen zusammengesetzt.
S.1. Stromfadenverlauf bei Orthogonalität von ω und u
x
y
u
dy
dx
ω fc
dt
(a) Differentielle Betrachtung
x
y
u
u
v dt
yS(t)
ω
x‘
y‘
v0‘
fc dt dt
(b) Stromfadenverlauf
Abbildung S.1.: Skizzen zum Stromfadenverlauf des Modells der Freistrahlkrümmung
Kinetisches Verhalten Zur Definition der Größen siehe Abb. S.1a.
dx = u dt (S.1)
dy = fc dt dt (S.2)
Coriolis-Wirkung entspricht Gl. 5.11
~fc = −2~ω× ~u = −2 ·ω · u · sin(φ) ⇒ fc =̂ −2 ·ω · u ∀ φ = 90 ° R2 (S.3)
Stromfadenverlauf Der Verlauf des Stromfadens Gl. S.7 ergibt sich durch gegenseiti-
ges Einsetzen von Gl. S.1 bis Gl. S.3 sowie anschließende Integration. Zur Definition
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der Größen siehe Abb. S.1b.
⇒ dy = −2 ω u dx dx
u u
(S.4)
⇒ yS = −2 ωu
x2
2
+ C (S.5)
RB: yS(x = 0) = 0 : Koordinatenursprung in Anfangspunkt (S.6)
⇒ yS(x) = −ωu x
2 : Stromfadenverlauf (S.7)
Unabhängigkeit der Lösung von den Randbedingungen Der Vollständigkeit halber
wird kurz gezeigt, dass der Stromfadenverlauf Gl. S.7 unabhängig ist von der Wahl des
Koordinatenursprungs also auch der Randbedingungen (RB). In einem mit ′ geken-
zeichneten Koordinatensystem, dessen Ursprung verschoben liegt zum bereits einge-
führten Koordinatensystem, existiert dann eine Anfangsgeschwindigkeit v′0 quer zum
ungekrümmten Stromfaden. Zur Definition der Größen siehe Abb. S.1b.
dx′ = u dt (S.8)
dy′ = fc dt dt + v′0 dt (S.9)
⇒ dy′ = −2 ω dx
′ dx′
u
+
v′0 dx′
u
(S.10)
⇒ y′S = −
2 ω
u
[
x′2
2
+ x′ C + D
]
+
v′0 x′
u
+ G (S.11)
RB: y′S(x′ = 0)
!
= 0 ⇒ H = −2 ω D
u
+ G = 0 (S.12)
∂y′S
∂x′
∣∣∣∣
x′=0
!
=
∂y
∂x
∣∣∣∣
x
⇒ −2 ω
u
C != −2 ω x
u
⇒ C = x + v
′
0
2 ω
(S.13)
⇒ y′S(x′) = −
ω
u
x2 − x′
[
2 ω
u
[
x +
v′0
2 ω
]
− v
′
0
u
]
≡ yS(x) q.e.d. (S.14)
S.2. Freistrahlkrümmung
Stromfadenverlauf bei Nichtorthogonalität von ω und u Der Verlauf des Stromfa-
dens Gl. S.7 ergibt sich durch gegenseitiges Einsetzen von Gl. S.1 bis Gl. S.3 sowie
anschließende Integration, wobei der projizierte Winkel φ zwischen Drehachse ~ω und
Geschwindigkeit~u beliebig sein kann. Zur Definition der Größen siehe Abb. S.1b sowie
Abb. S.2.
⇒ yS(x, φ) = −ω sin(φ)u x
2 : Stromfadenverlauf (S.15)
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n
β
β‘
yw
yw,i
zw
xPW(z)
y
y0
x
z
xw0
yS,i(x)u
y
r
y0(z,r)
x
z
ω
φ
Abbildung S.2.: Koordinatendefinition zur Berechnung des Stromfadenverlaufs
Auftreﬀpunkt eines Stromfadens S, i
yS,i(xPW(z), φ) = −ω sin(φ)u · (xPW(z))
2 + y0 (S.16)
Kreisproﬁl der Freistrahlbohrung
y0(z, r) = −
√
r2 − z2 (S.17)
Prallwand
xPW(z) = xw0 +
z
tan(β)
(S.18)
Auftreﬀpunkt eines Stromfadens S, i in Koordinaten der Prallwand Durch gegensei-
tiges Einsetzen der zuvor genannten Gleichungen ergibt sich die Koordinate des Auf-
treffpunktes zu
⇒ yw,i(r, z, φ) = −ω sin(φ)u · (xPW(z))
2 ± y0(z, r)
= −ω sin(φ)
u
·
(
xw0 +
z
tan(β)
)2
±
√
r2 − z2 (S.19)
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Auftreﬀwinkel eines Stromfadens S, i auf der Prallwand Durch reine Trigonometrie
ergibt sich der Auftreffwinkel β′ zu
β′(r, z, φ) = arctan
(
tan(β) · cos
(
arctan
(
∂yw,i(r, z, φ)
∂x
∣∣∣∣
xPW
)))
= arctan

tan(β)√√√√( ∂yw,i(r,z,φ)
∂x
∣∣∣∣
xPW
)2
+ 1
 = arctan
 tan(β)√(
− 2 ω xPWu
)2
+ 1

= arctan

tan(β)√√√√(− 2 ω [xw0+ ztan(β) ]u
)2
+ 1
 (S.20)
Freistrahl mit Geschwindigkeitsproﬁl Die jeweilige Geschwindigkeit auf mehreren
Stromfäden u wird ersetzt durch ein um x kreissymmetrisches Geschwindigkeitsprofil
des Freistrahls u(r). Dieses wird bis zum Auftreffen als unverändert angenommen.
u != u(r) ∧ ∂u(r)
∂x
!
= 0 (S.21)
⇒ yS(r, z, φ) = −ω sin(φ)u(r) ·
(
xw0 +
z
tan(β)
)2
±
√
r2 − z2 (S.22)
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